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1. Einleitung 

In vielen sozialen und wirtschaftlichen Situationen ist die 

Notwendigkeit gegeben, Entscheidungen zu treffen. deren Er- 

gebnisse von den Handlungen anderer Akteure abhängen. 

Sollensolche Entscheidungssituationen zu einem "guten" Er- 

gebnis führen, müssen bei der Wahl der eigenen Alternative 

immer die Aktionsmöglichkeiten der anderen Akteure mitbe- 

rücksichtigt werden. 

Konfliktsituationen dieser Art sind das Anwendungsgebiet 

der Spieltheorie. Sie ist ihrem Wesen nach eine mathema- 

tische Theorie von Konfliktsituationen und übt auf weite 

Bereiche der Psychologie, Ökonomie, Soziologie und 

Politologie einen so bedeutenden Einfluß aus, daß man ihr 

den Status eines Paradigmas im Kuhn'schen Sinn zusprechen 

kann. 1) 

Der Inhalt der Spieltheorie als mathematische Disziplin be- 

steht in der Konstruktion mathematischer Modelle zur 

Analyse interindividueller Konfliktsituationen. Dabei wird 

versucht, für bestimmte Klassen solcher Konfliktsituationen 

die wesentlichen Merkmale herauszuarbeiten, diese in geeig- 

nete mathematische Modelle abzubilden, zu analysieren und 

dabei eine Explikation des Begriffs "rationales Verhalten" 

zu liefern. 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich weniger mit dem 

Anwendungsaspekt der Spieltheorie, sondern mit einigen 

grundlegenden Ergebnissen, Lösungskonzepten und Problemen 

der reinen Theorie. Im Vordergrund steht die mathematische 

Darstellung, die unter Verzicht auf Beweise allerdings 

nicht allzu streng gehandhabt wurde und auf viele Beispiele 

zurückgreift. 



2. Überblick und Grundbegriffe 

Der Komplex Spiel- und Entscheidungstheorie kann 

schematisch mit folgendem Baumdiagramm dargestellt werden 

(vgl. Rapoport 1980: 246): 

Abb. 1: Baumdarstellung der Spiel- und Entscheidungstheorie 

Die erste Verzweigung des Baumes unterscheidet Situationen 

mit genau einem Akteur und mehreren Akteuren. 

Im ersten Fall liegt eine entscheidungstheoreticche 

Situation vor, bei der ein Akteur mit verschiedenen Wahl- 

möglichkeiten verschiedenen Umweltzuständen gegenüber steht 

und das Ergebnis bestimmt wird durch die gewählte Alter- 

native und den eingetretenen Weltzustand. Aufgabe der Ent- 

scheidungstheo~ie ist es, bei Entscheidungen unter Sicher- 

heit, Unsicherheit oder Risiko eine optimale Aktion zu 

bestimmen. 

Den zweiten Fall - die Situationen mit mehr als einem 
Akteur - kann man klassifzieren in die Theorie der sozialen 
Entscheidungen und die Theorie der Spiele. Bei der Theorie 

der sozialen Entscheidungen geht es darum, aus den indivi- 



due l l en  Präferenzordnungen mehrerer  Personen e i n e  o p t i m a l e  

: ko l l ek t ive  Entscheidung zu bestimmen. 

Die T h e o r i e  d e r  S p i e l e  i s t  T h e m a ' d i e s e r  A r b e i t .  E s  werden  

a u s s c h l i e ß l i c h  M a t r i x s p i e l e  b e t r a c h t e t ,  wobei die Nullsum- 
menspiele i n s o f e r n  e i n e  herausragende S t e l l u n g  einnehmen, 

a l s  s i e  genau e i n e  - a l lgeme in  a k z e p t i e r t e  - mathematische 

Lösung haben und es z u r  Bestimmung o p t i m a l e r  S t r a t e g i e n  

e i n e n  A l g o r i t h m u s  g i b t .  B e i  N i c h t n u l l s u m m e n s p i e l e n  und  

n-Personenspielen e x i s t i e r e n  meist mehrere Lösungskonzepte, 

d i e  n i c h t  d i e  mathematische S t r ingenz  haben w i e  d i e  Lösung 

i m  F a l l  de r  Nullsummenspiele. 

I n  einem M a t r i x s p i e l  s t ehen  s i c h  zwei oder  mehrere S p i e l e r  

gegenüber, deren I n t e r e s s e n  entweder en tgegengese t z t  ode r  

g l e i c h g e r i c h t e t  s i n d .  Die S p i e l e r  können b e s t i m m t e  A l t e r -  

n a t i ven  oder  Züge wählen, wobei d e r  Ausgang best immt w i r d  

durch d i e  Wahl d e r  von jedem S p i e l e r  gewählten A l t e r n a t i v e .  

Zunächst kann man S p i e l e  nach  dem Umfang d e r  I n f o r m a t i o n  

k l a s s i f i z i e r e n ,  d i e  jedem S p i e l e r  bezügl ich  d e r  Operat ionen 

d e r  a n d e r e n  S p i e l e r  zu  Ver fügung  s t e h e n :  S p i e l e  m i t  v o l l -  

s t ä n d i g e r  I n f o r m a t i o n  s i n d  j e n e  S p i e l e ,  b e i  denen j e d e r  

S p i e l e r  d i e  R e s u l t a t e  a l l e r  vorangegangenen  Züge k e n n t  

(Schach, D a m e ) ,  a n d e r n f a l l s  l i e g t  e i n  S p i e l  m i t  u n v o l l s t ä n -  

d i g e r  I n f o r m a t i o n  vo r  (Bridge,Poker).  

Eine S t r a t e g i e  i s t  d i e  Gesamtmenge von Regeln, nach denen 

s i c h  e i n  S p i e l e r  i n  Abhängigkeit  vom b i s h e r i g e n  Sp ie lve r -  

l a u f  e i n e  bes t immte A l t e r n a t i v e  auswählt .  I n  Abhängigkeit  

von d e r  Anzahl  d e r  mög l i chen  S t r a t e g i e n  ( e n d l i c h  o d e r  un- 

e n d l i c h )  l a s s e n  s i c h  S p i e l e  w e i t e r  i n  e n d l i c h e  und  unend- 

l i c h e  S p i e l e  k l a s s i f i z i e r e n .  I m  fo lgenden werden nur  end- 

l i c h e  S p i e l e  b e t r a c h t e t .  

Das z e n t r a l e  Z i e l  d e r  S p i e l t h e o r i e  i s t  d i e  Ausarbeitung von 

Empfehlungen f ü r  o p t i m a l e  S t r a t e g i e n ,  das  s i n d  S t r a t e g i e n ,  

d i e  den S p i e l e r n  e i n e n  maximal  mög l i chen  Gewinn s i c h e r n .  

Dabei w i r d  davon ausgegangen ,  daß a l l e  S p i e l e r  v ö l l i g  

r a t i o n a l  h a n d e l n  und  v e r s u c h e n ,  i h r e  A u s z a h l u n g  z u  

maximieren. 



Die Theorie der Spiele setzt voraus, daß die Auszahlungen 

immer in Form von intervallskalierten Größen bzw. 

kardinalen Nutzenfunktionen gegeben sind (intervall- 

skalierte bzw. kardinale Funktionen sind eindeutig bis auf 

positive lineare Transformationen). Die Nutzenfunktionen 

spiegeln dabei den "Wert" eines bestimmten Ergebnisses für 

einen Spieler wider. In vielen Fällen kann der Nutzen mit 

Geldgrößen identifiziert werden, Nutzen und Geld sind aber 

nicht generell gleichzusetzen (man denke an einen Vater. 

der mit seinen Kindern um Geldbeträge spielt und für den 

Verlust von Geldbeträgen einen größern Nutzen haben kann 

als Gewinn). Auf Nutzenmessung und Nutzentheorie kann im 

Rahmen dieser Arbeit nicht eingegangen werden; es sei ver- 

wiesen auf Owen (1971: 130-141). 



3. Zwei-Personen-Nullsummenspiele 2 )  

Ein zwei-~ersonen-~ullsummenspiel ist gegeben durch eine 

reellwertige (Auszahlungs-)Matrix 

Der Zeilenspieler, Spieler A, wählt eine der Zeilen 1 bis 

m, der Spaltenspieler, Spieler B, eine der Spalten 1 bis 

n. Das Ergebnis des Spiels, die Auszahlung aij, wird be- 

stimmt durch die Wahl der i-ten Zeile von Spieler A und die 

Wahl der j-ten Spalte von Spieler B. A gewinnt dann von B 

den Betrag aij. Da in jeder Partie der Gewinn des einen 

Spielers der Verlust des anderen ist (Verlust ist negativer 

Gewinn), die Summe der Auszahlungen also null ist, spricht 

man von einem Zwei-Personen-Nullsummenspiel. 

3.1 Das Minimax-Prinzip 

In einem Zwei-Personen-Nullsummenspiel kann sich Spieler A 

einen bestimmten Betrag sichern. Egal, welche Strategie 

Spieler B wählt, Spieler A wird auf alle Fälle den 

kleinsten Betrag min aij einer beliebigen Zeile i ge- 

j 
winnen. A wird nun - als rationaler Spieler - jene Zeile i 
wählen, in der. dieser Wert maximal wird, so da5 der garan- 

tierte Minimalgewinn von Spieler A vA = max min aij ist. 

i j 

vA wird der kleinste Werte des Spiels oder Maximin-Gewinn 

genannt, die Strategie, die dieser Zeile entspricht, 



S p i e l e r  B w i r d  nun b e s t r e b t  s e i n ,  d i e  Auszahlung a i j ,  a l s o  

s e inen  V e r l u s t ,  zu m i n i m i e r e n .  Wähl t  e r  e i n e  S p a l t e  j ,  s o  

t r i f f t  i h n  s c h l i m m s t e n f a l l s  d e r  Ve r lu s t  max a i j ,  s o  daß er 

i 

jene  S p a l t e  wählen wird ,  d i e  d i e sen  V e r l u s t  mögl ichs t  k l e i n  

h ä l t .  S e i n  m i n i m a l e r  V e r l u s t  i s t  dann vB = min max a i j ,  

j i 

vB i s t  der  g r ö ß t e  W e r t  d e s  Spiels oder  Minimax-Gewinn, die 

entsprechende S p a l t e  d i e  M i n i m a x - S t r a t e g i e .  B e i d e  

S t r a t e g i e n  zusammen werden e i n f a c h h e i t s h a l b e r  a l s  Minimax- 

S t r a t e g i e n  bezeichnet .  

Somit kann S p i e l e r  A e r z w i n g e n ,  daß er m i n d e s t e n s  den Be- 

t r a g  max min a i j  g e w i n n t ,  während S p i e l e r  B v e r h i n d e r n  

i j 

kann, daß er mehr a l s  min max a i j  v e r l i e r t .  I n  einem Z w e i -  

j i 

Personen-Nullsummenspiel g i l t  a l s o :  

(1) max min aij - < min max a i j  bzw. VA - < vg. 

i j j i 

B e i s p i e l :  Matr ix  1 

I 1 2 3 / Zeilenminimum 

3 1  3 -5 6 [ -5 Zeilenminima 

1 

A 2 

Minimum der 

Spaltenmaxima 

2 3 4 

-3 4 -5 

I n  M a t r i x  1 i s t  d e r  Maximin-Gewinn vA = 2, d e r  Minimax- 

Gewinn vg = 3: S p i e l e r  A kann a l s o  g a r a n t i e r e n ,  daß er  2 

-5 Maximum d e r  



gewinnt, Spieler B, daß er nicht mehr als 3  verliert. Die 

Maximin-Strategie ist 1 (l.Zeile), die Minimax-Strategie 

ebenfalls 1 (1-Spalte). Handeln beide nach den beschriebe- 

nen Strategien, wird A 2  gewinnen, B 2 verlieren. 

Wenn wir jetzt davon ausgehen, A erhalte die Information, 

daß B Spalte 1 wählt, so wird A darauf mit der Wahl von 

Zeile 3  antworten und seinen Gewinn auf 3  erhöhen. Wenn 

aber A Strategie 3  wählt, so ist es für B vernünftiger, 

Spalte 2 zu wählen usw. usw. Durch Informationen über die 

Aktionen des Gegeners können die oben beschriebenen Strate- 

gien also umgestossen und instabil werden. 

3 . 2  Spiele mit Sattelpunkt 

Es gibt eine bestimmte Klasse von Spielen, die stabil und 

determiniert sind, nämlich jene, bei denen der kleinste 

Wert mit dem größten zusammenfällt: 

max min aij = min max a. . 
13' 

i j i j 

In diesem Fall bezeichnen wir den kleinsten Wert vA und den 

größten Wert vB einfach als den Wert V des Spiels. 

Beispiel: Matrix 2  

I 2 3  4 1 Zeilenminimum 

Minimum 



I n  Matr ix  2 g i l t  f ü r  be ide  S t r a t e g i e n p a a r e  (2,2) und ( 2 , 4 ) :  

max min a i j  = min max a i j  = 2;  d e r  Wert d i e s e s  S p i e l s  i s t  

i j j i 

a l s o  V = 2. 

Dete rmin ie r te  S p i e l e  w i e  d a s  S p i e l  i n  M a t r i x  2  haben  nun 

fo lgende  h e r a u s r a g e n d e  E i g e n s c h a f t :  h ä l t  e i n  S p i e l e r  an  

s e i n e r  Minimax-Strategie f e s t ,  während d e r  andere  davon ab- 

weicht ,  s o  s c h n e i d e t  d e r  A b w e i c h l e r  n i e m a l s  b e s s e r  ab ,  i m  

g ü n s t i g s t e n  F a l l  b l e i b t  s e i n  Gewinn u n v e r ä n d e r t ,  i n  d e r  

Regel w i r d  er s i c h  ve r sch l ech t e rn .  H ä l t  S p i e l e r  B i n  M? '  

2 an  e i n e r  s e i n e r  M i n i m a x - S t r a t e g i e n  2 o d e r  4 f e s t ,  

wi rd  s i c h  S p i e l e r  A b e i  e i n e r  A b w e i c h u n g  v o n  s e i n  

Minimax-Strategie n i e  v e r b e s s e r n ,  s o n d e r n  i m m e r  - b i s  au? 

e i n e  Ausnahme, wo der  Gewinn g l e i c h  b l e i b t  - versch lech te rn .  

D a s  Analoge g i l t  umgekehrt: ä n d e r t  S p i e l e r  B s e i n e  Minimax- , 

S t r a t e g i e n ,  wird  s e i n  V e r l u s t  i m m e r  g rößer  s e i n .  

E s  t r i t t  i n  diesem F a l l  a l s o  e i n e  G le i chgewich t s s i t ua t i on  

e i n  und man n e n n t  d a s  e n t s p r e c h e n d e  Element  i n  d e r  M a t r i x  

e i n e n  G l e i c h g e w i c h t s p u n k t ,  d i e  diesem Punkt entsprechende 

S t r a t e g i e  e i n e  Gleichgewichtsstrategie. 

Die eben  b e s c h r i e b e n e  E i g e n s c h a f t  d e t e r m i n i e r t e r  S p i e l e  

be ruh t  auf d e r  T a t s a c h e ,  daß d e r  Wert  d i e s e r  S p i e l e  i m m e r  

i n  s e i n e r  Z e i l e  m i n i m a l e s  und  i n  s e i n e r  S p a l t e  max ima le s  

Element i s t .  Da i n  d e r  G e o m e t r i e  Punk te  e i n e r  F l ä c h e ,  d i e  

i n  d e r  e inen  Achsenrichtung e i n  Minimum, i n  d e r  anderen e i n  

Maximum aufweisen,  S a t t e l p u n k t e  genannt werden, beze ichne t  

man das  Element e i n e r  Mat r ix  m i t  d i e sen  Eigenschaf ten auch 

a l s  S a t t e l p u n k t  und vom S p i e l  s a g t  man, daß es e i n e n  

S a t t e l p u n k t  hat .  Einem S a t t e l p u n k t  e n t s p r i c h t  dann e i n  Paa r  
* * 

(i  , j  ) von M i n i m a x - S t r a t e g i e n  (es können auch  - s i e h e  

Mat r ix  2 - mehre re  s e i n ) ;  d i e  S t r a t e g i e n  s i n d  o p t i m a l  und 

werden a l s  L ö s u n g  des S p i e l s  b e z e i c h n e t .  E x i s t i e r e n  i n  

einem S p i e l  mehrere Gleichgewichts-  oder  Sa t t e lpunk te ,  s o  

s i n d  die Auszahlungen i m m e r  i den t i s ch .  



Zusammenfassend g i l t :  

Sa tz  : 

( 2 )  Eine Matrix A = (a-;) besitzt einen Sattelpunkt gdw 1 7  
gilt: 

max min aij = min max aij. 
i j  j i 

Der Wert eines Spiels mit Sattelpunkt ist 

V = max min aij. 

i j 

Für S p i e l e  m i t  S a t t e l p u n k t  e r g i b t  s i c h  dann f o l g e n d e r  

Algorithmus: 

( 3 )  Sei A = (aij) die Auszahlungsmatrix des Spiels. 

1) Bestimme das Minimum jeder Zeile. 

2) Bestimme das Maximum der Zeilenminima und die dazu- 

gehörigen Zeilen. 

3) Bestimme das Maximum jeder Spalte. 

4) Bestimme das Minimum das Spaltenmaxima und die dazu- 

gehörigen Spalten. 

Ein Sattelpunkt existiert genau dann, wenn (2) gilt. 

In diesem Fall sind Zeile i und Spalte j optimale 

Strategien. 

3.3 S p i e l e  ohne S a t t e l p u n k t  

Das S p i e l  i n  M a t r i x  1 h a t t e  k e i n e n  S a t t e l p u n k t ,  d a  d e r  

k l e i n s t e  Wert  d e s  S p i e l s  v e r s c h i e d e n  von dem g r ö ß t e n  w a r ;  

t a t s ä c h l i c h  haben d i e  wenigsten end l ichen  Nullsummenspiele 

e i n e n  S a t t e l p u n k t .  E s  g i b t  a b e r  a u c h  f ü r  S p i e l e  o h n e  

S a t t e l p u n k t  e i n e  Lösung, d i e  e inen  höheren Wert g a r a n t i e r t  

a l s  den k l e i n s t e n  Wert vA des S p i e l s  bzw. e inen  n i e d r i g e r e n  

Wert a l s  den größten Wert vB 



W i r  b e t r a c h t e n  h i e r z u  d a s  f o l g e n d e  e i n f a c h e  S p i e l  " F i n g e r  

ziehen''  m i t  der Auszahlungsmatrix 

Be i sp i e l :  Matr ix  3 

I gerade ungerade 

gerade I -1 1 

ungerade 

Die b i s l a n g  behande l te  Minimax-Strategie f ü h r t  b e i  diesem 

S p i e l  zu k e i n e r  Entscheidung f ü r  e i n e  best immte S t r a t e g i e .  

Welche Zeile s o l l  nun von S p i e l e r  A gewählt  werden? 

W i r  nehmen z u n ä c h s t  a n ,  daß d a s  S p i e l  w i e d e r h o l t  g e s p i e l t  

wird. Wählt A dann i m m e r  "gerade", s o  w i r d  B d i e s e  Strate- 

g i e  erkennen und d i e s  s e i n e r s e i t s  gewinnbringend durch die 

Wahlvon "ge rade"  a u s n u t z e n ;  d a s  g l e i c h e  g i l t ,  f a l l s  A 

abwechselnd "gerade" und "ungerade" wähl t :  jede Sys temat ik  

kann vom Gegner v e r w e r t e t  werden. 

Die e i n z i g  s i c h e r e  Methode, um d i e s  zu verhindern,  b e s t e h t  

d a r i n ,  d i e  E n t s c h e i d u n g  f ü r  " g e r a d e "  o d e r  "unge rade"  von 

einem Zufal lsexper iment  abhängig zu machen. 

Man s p r i c h t  i n  diesem F a l l  von e i n e r  gemischten S t r a t e g i e .  

Formal i s t  e i n e  g e m i s c h t e  S t r a t e g i e  f ü r  S p i e l e r  A e i n  

Vektor p = (pl,p2, ...,P, ) m i t  

1. pi L 0 f ü r  i = 1 ,2 , .  ..,m und 

m 

2. 1 Pi = 1, 

i=l 

wobei p a l s  Wahrscheinlichkeitsverteilung über d i e  Ze i l en  

d e r  Matr ix  i n t e r p r e t i e r t  wird. S p i e l e r  A v e r h ä l t  s i c h  dann 

gemäß d e r  g e m i s c h t e n  S t r a t e g i e  p = (p l , p2 ,  ...,P , ) ,  wenn pi 

d i e  Wahrsche in l ichke i t  f ü r  d i e  Wahl d e r  i - t e n  Z e i l e  is t .  

Analog l ä ß t  s i c h  d i e  gemischte  S t r a t e g i e  f ü r  S p i e l e r  B a l s  



Wahrscheinlichkeitsverteilung q = (qlrq 2r...rqn) über die 

Spalten der Matrix einführen, wobei q. die Wahrscheinlich- 
3 

keit für die Wahl der j-ten Spalte' ist. 

Einer gemischten Strategie p = (pl,p2, ...,P mit pk = 1 

und pi = 0 für i#k entspräche dann eine reine Strategie k, 

so daß sich die oben betrachteten Strategien als Spezial- 

fälle gemischter Strategien auffassen lassen. 

In Matrix 3 liegt als gemischte Strategie p = (0.5.0.5) 

nahe, d.h. A wählt mit Wahrscheinlichkeit 0.5 "gerade" und 

mit Wahrscheinlichkeit 0.5 "ungerade". Jede andere Wahr- 

scheinlichkeitsverteilung könnte von B zu seinem Vorteil 
genutzt werden, da etwa durch ein pl > 0.5 B mit "ungerade" 

seine Gewinnchancen verbessern könnte. Das Analoge gilt 

umgekehrt. 

Formal läßt sich die Wahl von p = (0.5.0.5) (und analog q = 

(0.5.0.5)) folgendermaßen begründen: 

Wir nehmen an, A spiele die gemischte Strategie 

P = (plrp2). B spiele q = (ql,q2): 

Matrix 3' 

Der durchschnittliche Gewinn von Spieler A (und gleich- 

zeitig der durchschnittliche Verlust von Spieler B) ist 

definiert über den Erwartungswert (wir bezeichnen im 

folgenden einfachheitshalber den durchschnittlichen Gewinn 

als Gewinn): 



d.h. S p i e l e r  A gewinnt i m  M i t t e l  

m i t  p2 = 1 - pl und q2 = 1 - ql g i l t :  

I n  M a t r i x  3' i s t  (1 - 2p1) d e r  Gewinn von A ,  f a l l s  B i m m e r  

"gerade" w ä h l t  (d.h. q l  = 1; 1 - ql = 0 )  und (2p1 - 1) d e r  

Gewinn von A,  f a l l s  B i m m e r  "ungerade"  w ä h l t .  Der m i n i -  

male Gewinn, den s i c h  A s i c h e r n  kann, i s t  somi t  da s  Minimum 

d i e s e s  Auszahlungen: min { (1 - 2p1) ,(2pl - 1)). 

Entsprechend i s t  dann d e r  maximale V e r l u s t  f ü r  B: 

max ( (1  - 2q1),(2pl - 1)). 

Für b e l i e b i g e  Ver te i lungen  p ,q  g i l t  somit:  

Da S p i e l e r  A b e s t r e b t  i s t ,  s e inen  Gewinn zu maximieren, muß 

der  Ausdruck min { ( I  - 2p l ) , (2p l  - l)} maximal  werden  und 
* 

d i e s  i s t  genau  dann d e r  F a l l ,  wenn p = (0.5.0.5); a n a l o g  

muß f ü r  S p i e l e r  B max { (1 - 2p1),(2pl - 1)) minimal werden 
* 

und d i e s  g i l t  genau  dann wenn q = (0.5.0.5). Der Erwar -  

tungswert  i s t  i n  beiden F ä l l e n  0. 



Graf i s ch  l ä ß t  s i c h  d i e s  folgendermaßen zeigen:  

Abb. 2: Mindestgewinn f ü r  S p i e l e r  A i n  Abhängig- 

k e i t  von p 

Abb. 2 z e i g t  d e n  m i n i m a l e n  Gewinn  v o n  S p i e l e r  A a l s  

Funktion d e r  gewählten Wahrsche in l ichke i t .  D i e  Funktion 

(1-2pl) i s t  d i e  von l i n k s  oben nach  r e c h t s  u n t e n  f a l l e n d e  

Gerade, d i e  F u n k t i o n  (2pl-1)  d i e  von l i n k s  u n t e n  nach  

r e c h t s  oben s t e igende  Gerade. D e r  Minimalgewinn von A - d a s  

Minimum d e r  beiden Funktionen - i s t  dann durch das  jeweils 

u n t e r s t e  G e r a d e n s t ü c k  gegeben.  Der e r w a r t e t e  Gewinn von A 

i s t  b e i  pl = 0 o d e r  pl = 1 m i n i m a l  (-1) und nimmt m i t  pl 

gegen 0.5 l i n e a r  zu; das Minimum d e r  be iden  Funktionen w i r d  

genau an  d e r  S t e l l e  pl = 0.5 maximal .  

D i e  analoge Überlegung f ü r  B l ä ß t  s i c h  m i t  dem Maximum d e r  

beiden ~ u n k t i o n e n  durchführen.  

W i r  v e r a l l g e m e i n e r n  d i e s e  Über legungen  zu d e r  2x2-Mat r ix  

auf b e l i e b i g e  mxn-Matrizen: 

S ind  p = (pl,p2 ,..., p m )  und q = (ql,q2 ,..., q n )  d i e  gemisch-  

t e n  S t r a t e g i e n  von S p i e l e r  A bzw. B,  s o  kann A e i n e n  



Mindestgewinn erzwingen,  indem er e i n e  gemischte  S t r a t e g i e  

p* wäh l t ,  s o  da8 

* 
min E(p  , q )  = max rnin E ( p , q ) .  

q P q 
Analog kann S p i e l e r  B e i n e n  minimalen V e r l u s t  erzwingen,  

* indem e r  e i n e  gemischte  S t r a t e g i e  q wähl t ,  s o  daß 

* 
rnax E (p ,q  ) = min rnax E ( p , q ) .  

P 9 P * * 
Für das  S t r a t e g i e n p a a r  ( p  ,q  ) g i l t  dann: 

* * * 
E ( p  ,q  ) L min E ( p  , q )  = rnax min E(p.q) und 

9 * * P 9 * 
E ( p  ,q  ) 5 rnax E(p ,q  ) = rnin rnax E(p ,q )  und somit  

P * * 9 P 

max min E (p ,q )  - < E(p  , q  ) 5 min max E ( p , q ) .  

P q 9 P 
I n  Analogie zu (1) g i l t  somit 

( 4 )  max min E (p ,q )  - < min max E ( p , q ) ,  

P 9 9 P 
wobei a n s t e l l e  d e r  Auszahlungen a i j  nun d i e  Erwartungswerte  

s t ehen  und d i e  I n d i z e s  s t a t t  ü b e r  r e i n e  ü b e r  g e m i s c h t e  

S t r a t e g i e n  l au fen .  

W i e  i m  F a l l  d e r  S p i e l e  m i t  S a t t e l p u n k t ,  l ä ß t  s i c h  Un- 

g le ichung  ( 4 )  nun v e r s c h ä r f e n  zu 

* 
max min E(p ,q )  = rnin rnax E ( p , q )  = E(p  ,q*) .  

P 9 P 9 

Dies  i s t  d e r  1 n h a l t  des Hauptsa tzes  der S p i e l t h e o r i e  (Mini- 

max-Theorem) : 

m n 

S e i  A = (aij ) e i n e  mxn-Matrix und E(p.q) = 1 piqjaij 
i=1 j=l 



Dann existieren die Werte rnax min E(p,q) und 

P q 
min rnax E(p,q) und es gilt: 

'3 P 
rnax min E(p,q) = min max E(p.q). 

P =J q P 

Der Beweis wurde erstmals 1928 von John von Neumann 

geliefert und findet sich beispielsweise in Owen (1971: 21- 

26) und Schrage/Baumann (1984: 203-210). 

Analog wie bei Sattelpunktspielen heißt das Paar 
* * 

eine Lösung des Spiels und E(p ,q ) wird als Wert des 
* * 

Spiels bezeichnet. Die Strategien p ,q stellen dann auch 

optimale Strategien dar in dem Sinn, daß sie Gleichge- 

wichtspunkte liefern. bei denen keine Abweichung zu einem 

besseren Ergebnis führt: Spieler A kann sicher sein, 
* * 

mindestens E(p ,q ) zu erhalten und gleichzeitig ist 
* * 

Spieler B garantiert, nicht mehr als E(p ,q ) zu ver- 

lieren. Bei Abweichung sind beide der Gefahr ausgesetzt, 

schlechter abzuschneiden. 

Der durch das Minimax-Prinzip garantierte Gewinn vA für 

Spieler A kann somit durch die Einführung gemischter 

Strategien nur verbessert werden - oder schlechtestenfalls 
gleich'bleiben - der minimale Verlust vB für Spieler B 
nur verringert werden - oder gleich bleiben. 

Das Minimax-Theorem ist ein Existenzsatz, der die Existenz 

mindestens einer Lösung für Zwei-Personen-Nullsummenspiele 

garantiert. Die Lösung kann im Bereich der reinen Strate- 

gien liegen, wird in der Regel aber zu gemischten Strate- 

gien führen. Das Theorem gibt keinen Algorithmus, wie die 

Lösung gefunden werden kann, aber es gibt Verfahren, wie 

man zu Lösungen kommen kann. 

Zunächst ist zu prüfen, ob das Spiel einen Sattelpunkt hat. 

Ist die der Fall, so sind die dem sattelpunkt entsprechen- 

den Strategien optimal. Ist dies nicht der Fall, liegt die 



Lösung im Bereich gemischter Strategien. 

Der einfachste nicht-triviale Fall ist der eines 2x2- 

Spiels, also m=n=2. 

2x2-Spiele lassen sich unter Umständen auch aus größeren 

Matrizen reduzieren, wenn man "ungünstige" Strategien 

streicht. Es ist zweckmäßig, hierzu den Dominanzbegriff 

einzuführen: 

Seien i,k beliebige Strategien von A, j,l beliebige 

Strategien von B, dann gilt: 

Zeile i dominiert Zeile k gdw aij L akj für alle j und es 
ein j gibt, so daß gilt: aij > akj; formal mit ' > > I  als 

Symbol für die Dominanzrelation: 

V , :  (i >> k <=> Vj: (aij 2 akj & 3j: aij > akj)). 

Analog für Spalte: 

Spalte j dominiert Spalte 1 gdw aij < ail für alle i und es 
< ail; formal: ein i gibt so daß gilt; aij - 

1 :  (j >> 1 <=> Bi: (aij < ail & ]i:.ai < ail>>. j - 
Die grundlegende Rationalitätsregel, das Dominanzprinzip 

oder Prinzip der sicheren Sache, besagt, daß keine 

Strategie gewählt werden darf, die von einer anderen 

Strategie dominiert wird. Dominiert eine Zeile i eine Zeile 

k, dann kann k gestrichen werden; das Analoge gilt für 

Spalte. 

Beispiel: Matrix 4 Matrix 4 '  



S p a l t e  2  domin ie r t  S p a l t e  4 und S p a l t e  3, d i e  Spa l t en  3 und 

4 s i n d  zu s t r e i c h e n ;  s i n d  d i e  S p a l t e n  3  und 4 g e s t r i c h e n ,  

dann domin ie r t  Zeile 3  Z e i l e  1, s o  daß Z e i l e  1 zu s t r e i c h e n  

i s t  und s i c h  Mat r ix  4 '  e r g i b t .  

Allgemein g i l t :  J e d e  o p t i m a l e  S t r a t e g i e  f ü r  d i e  n a c h  dem 

Dominanzprinzip r e d u z i e r t e  Mat r ix  i s t  auch op t ima l  f ü r  d i e  

Or ig ina lma t r ix  ( v g l .  Owen 1971: 27) .  

L i e g t  e i n  2x2 -Sp ie l  v o r ,  s o  kann d i e  o p t i m a l e  g e m i s c h t e  

S t r a t e g i e  folgendermaßen bestimmt werden: 

D i e  S t r a t e g i e  d e s  Z e i l e n s p i e l e r s  sei  p  = (p1,p2) m i t  p2  = 

1 - P ) ,  d i e  des  S p a l t e n s p i e l e r s  q  = (ql,q2) m i t  q2 '(1-ql). 

Hält S p i e l e r  A an  d e r  (noch  n i c h t  b e s t i m m t e n )  o p t i m a l e n  
* * * 

S t r a t e g i e  p  = (p l  , l -p1 ) f e s t ,  kann S p i e l e r  B e i n e  be-  

l i e b i g e  s e i n e r  r e i n e n  S t r a t e g i e n  b e n u t z e n  ohne den  Wert V 

des  S p i e l s  zu verändern. 

Wählt S p i e l e r  B a l s o  S p a l t e  1, dann g i l t :  

wähl t  er S p a l t e  2 ,  dann g i l t :  

a l s o :  

und somit: 

V e r g i b t  s i c h  dann durch ( 7 ) / ( 8 )  e i n g e s e t z t  i n  ( 5 ) / ( 6 ) :  



Ist d e r  Wert V des  S p i e l s  bekannt ,  dann genügt zu r  B e s t i m -  

mung d e r  o p t i m a l e n  S t r a t e g i e  d e s  Gegners  e i n e  G l e i c h u n g  

Z.B. 

und w i r  e r h a l t e n :  

E s  l ä ß t  s i c h  beweisen, daß i m  F a l l  all+aZ2-a12-aZ1 = 0  d i e  

Mat r ix  e i n e n  S a t t e l p u n k t  b e s i t z t  ( v g l .  ~ a u m a n n / ~ c h r a g e  

1984: 148-149).  

B e i s p i e l  : 

D i e  Lösung von Matrix 3  m i t  ( 8 ) - ( 1 1 )  ermit tel t  e r g i b t :  

* 
a l s o  p  = (0.5.0.5) und 

V = ((-l)(-1)-1) / ( -4 )  = 0  und somi t  

D e r  n ä c h s t e  n i c h t - t r i v i a l e  F a l l  von  L ö s u n g s m e t h o d e n  

b e t r i f f t  2xn- ( n > 2 )  bzw. mx2-Spie le  (m>2).  S p i e l e  d i e s e r  

A r t  l a s s e n  s i c h  l e i c h t  g r a f i s c h  l ö s e n ;  d i e s e r  F a l l  s o l l  

h i e r  n i c h t  behandel t  werden; es sei verwiesen auf Wentzel 

(1976: 33-43). 



Wir wollen uns nun dem allgemeinen Fall eines mxn-Spiels 

mit m,n > 2 zuwenden. 
Die Lösung dieser Spiele ist eine relativ komplizierte Auf- 

gabe, deren Komplexheit mit größer werdendem m,n anwächst. 

Zunächst kann man wieder davon ausgehen, daß bei Fest- 
* 

halten von Spieler A an der optimalen Strategie p der Ge- 

winn größer/gleich V ist. Wir setzen nun voraus, daß V > 0; 
dies ist dann der Fall, wenn keine negativen Elemente in 

der Matrix sind, was dadurch erreicht werden kann ,daß 

zu allen Matrixelementen eine positive Zahl hinzuaddiert 

wird. Die Allgemeingültigkeit wird dadurch nicht 

beschränkt: die optimale Lösung bleibt invariant bei 

positiven Transformationen, der Wert V wird um die positive 

Zahl erhöht. 

Für Spieler A gilt dann das folgende System linearer 

Gleichungen: 

Spieler B wird seine optimale Strategie q* so bestimmen, 

daß sein Verlust immer kleiner bzw. bei Vorliegen der 
* 

optimalen Strategie p von A gleich dem Wert V ist, so daß 

für B also das Gleichungssystem lautet: 



Die Lösung s o l c h e r  l i n e a r e r  Gleichungssysteme g e s c h i e h t  i n  

d e r  T h e o r i e  d e r  l i n e a r e n  Op t imie rung .  S i e  kann  r e l a t i v  

komplex a u s f a l l e n  und s i c h  bei sehr umfangreicher  Rechenar- 

be i t  a l s  unmöglich e rwe i sen  (Wentzel 1976: 43). 

Fü r  p r a k t i s c h e  Zwecke i s t  es o f t  n i c h t  n o t w e n d i g ,  d i e  

genaue Lösung zu bestimmen: es genügt,  e i n e  Näherungslösung 

zu f i n d e n ,  d i e  den Wert d e s  S p i e l s  und d i e  o p t i m a l e n  

S t r a t e g i e n  annäher t .  

Da V zwi schen  dem k l e i n s t e n  und g r ö ß t e n  Wert d e s  S p i e l s  

l i e g e n  muß. k a n n  e i n e  a n n e h m b a r e  L ö s u n g  m i t  H i l f e  

numerischer Methoden e r m i t t e l t  werden.  D i e  Annäherung an  

den wahren Wert V g e s c h i e h t  m i t  einem I t e r a t i o n s v e r f a h r e n ,  

das  e r s t m a l s  von G.C. Brown (1951) angegeben wurde, und das  

man a l s  "Lernen a m  Erfolg ' '  bezeichnen könnte.  

B e i  e inem i t e r i e r t e n  S p i e l  w i r d  j e d e r  S p i e l e r  v e r s u c h e n ,  

d i e  S t r a t e g i e  des Gegners  zu e r k e n n e n  und danach  d i e  f ü r  

i h n  g ü n s t i g s t e  Wahl zu t r e f f e n .  D i e  Näherungslösung be ruh t  

auf d e r  I d e e ,  d i e  H ä u f i g k e i t  d e r  g e w ä h l t e n  r e i n e n  S t r a t e -  

g i e n  d e s  Gegners  b i s  zum k - t e n  S p i e l  zu z ä h l e n ;  sodann w i r d  

d i e j e n i g e  r e i n e  S t r a t e g i e  gewähl t ,  d i e  den maximalen Gewinn 

e rwar ten  l ä ß t  u n t e r  d e r  Annahme, d e r  Gegner s p i e l e  d i e  

S p i e l e  k t l ,  k+2,... s o  wei te r  w i e  b i s h e r .  

Wählt A a l s o  e t w a  be im 1. S p i e l  Zeile i, s o  a n t w o r t e t  B m i t  

der f ü r  A ungüns t igs ten  S t r a t e g i e  j. A a n t w o r t e t  da rau fh in  

m i t  e i n e r  S t r a t e g i e  1, d i e  e inen  maximalen m i t t l e r e n  Gewinn 

b e i  V o r l i e g e n  d e r  g e g n e r i s c h e n  S t r a t e g i e  j l i e f e r t  usw. 

usw. I n  jedem S p i e l  a n t w o r t e n  d i e  S p i e l e r  a l s o  m i t  e i n e r  

S t r a t e g i e ,  d i e  o p t i m a l  b e z ü g l i c h  d e r  v o r h e r g e h e n d e n  Züge 

is t .  

Wenn d i e s e r  P rozeß  h i n r e i c h e n d  l a n g e  f o r t g e s e t z t  w i r d ,  

s t r e b t  der  m i t t l e r e  Gewinn gegen den Wert V des S p i e l s  und 

d i e  r e l a t i v e n  Häuf igke i ten  d e r  gewählten S t r a t e g i e n  s t r e b e n  

gegen d i e  Wahrscheinl ichkei ten  der  opt imalen S t r a t e g i e n .  3 )  

Zur V e r d e u t l i c h u n g  s e i  noch e i n m a l  M a t r i x  1 ( k e i n  S a t t e l -  

punkt)  m i t  e i n e r  T a b e l l e  f ü r  d i e  e r s t e n  f ü n f  I t e r a t i o n s -  

s c h r i t t e  b e t r a c h t e t :  



Matrix 1: 

Tabelle 1: Die ersten fünf Iterationsschritte für Matrix 1 

In der ersten Spalte steht die Nummer k des Iterations- 

Schritts (des k-ten Spiels), in der zweiten die von Spieler 

A und B gewählten Strategien, in der 3. Spalte ZH die 

Häufigkeit, mit der jede Zeile bis zum k-ten Spiel gewählt 

wurde (ZH: Zeilenhäufigkeit), in der 4. Spalte die Summe 

der Zeilenvektoren, das ist der angehäufte Gewinn nach den 

ersten k-Spielen (der minimale Gewinn ist unterstrichen). 

In der 5. und 6. Spalte sind die entsprechenden Daten von 

Spieler B aufgelistet: in der 5. die Häufigkeit, mit der 

jede Spalte bislang von B gewählt wurde (SH: 

Spaltenhäufigkeit) und in der 6. die Summe der Spaltenvek- 

toren (Maximum überstrichen). In der letzten Spalte steht 

schließlich der minimale mittlere Gewinn - V = vkmin /k (also 

der minimale angehäufte Gewinn geteilt durch die Anzahl der 

Spiele), der maximale mittlere Gewinn 7 = vkmax /k und ihr 



a r i t h m e t i s c h e s  M i t t e l  V* = ( V  + v ) / 2 -  - 

B e i m  1. S p i e l  w ä h l t  S p i e l e r  A Zei le  1, S p i e l e r  B S p a l t e  1, 

d i e  summierten Vektoren s i n d  f ü r  A (2,3,4),  f ü r  B (2.-3,3). 

B e i m  z w e i t e n  S p i e l  we iß  A ,  daß B  S p a l t e  1 g e w ä h l t  h a t ;  er 

muß s o m i t  u n t e r  d i e s e r  V o r a u s s e t z u n g  Zeile 3 wäh len ;  

S p i e l e r  B we i5 ,  daß A Zeile 1 g e w ä h l t  h a t ,  er muß u n t e r  

d i e s e r  Vorause t zung  b e i  S p a l t e  1 b l e i b e n ;  S p i e l e r  A h a t  

a l s o  b i s  zum 2. S p i e l  ' e i n m a l  Zei le  1 und Zeile 3  g e w ä h l t  

(3. S p a l t e  d e r  T a b e l l e ) .  S p i e l e r  B zwe ima l  S p a l t e  1 (5.  

S p a l t e  d e r  T a b e l l e ) .  A d d i e r t  man den Z e i l e n v e k t o r  zu  dem 

des  l e t z t e n  S p i e l s ,  s o  e r h ä l t  man d i e  Zahlen  i n  d e r  5. 

S p a l t e  bzw. i m  F a l l  des  Spa l t envek to r s  d i e  Zahlen i n  der  6. 

S p a l t e  d e r  Tabel le .  

D e r  m i n i m a l e  m i t t l e r e  Gewinn V i s t  dann -2/2 = -1, d e r  - 
maximale 6/2 = 3  usw.usw. 

Nach d e r  Tabe l le  m i t  5  I t e r a t i o n s s c h r i t t e n  l i e g t  d e r  Wert V 

des S p i e l s  zwi schen  -0.2 und 2.6; d a s  I n t e r v a l l  i s t  n a t ü r -  

l i c h  noch s e h r  g r o ß  a b e r  d i e  Zah l  d e r  I t e r a t i o n s s c h r i t t e  

auch noch s e h r  k l e i n .  

Die k - t e  Näherung an e i n e  o p t i m a l e  S t r a t e g i e  l ä ß t  s i c h  

dadurch f e s t s t e l l e n ,  daß man d i e  r e l a t i v e n  Häuf igke i ten  d e r  

e r s t e n  k  P a r t i e n  b e r e c h n e t  ( h i e r z u  wurden d i e  Spa ' l t en  Z H  

und SH e i n g e f ü h r t ) ,  s o  daß s i c h  f ü r  M a t r i x  1 f ü r  k= 5  er- 

g i b t  : 

P* = (3/5,0,2/5)  und q * = (2/5,3/5,0)  

Für e i n e  genauere Bestimmung r e i c h e n  5  I t e r a t i o n s s c h r i t t e  

n i c h t  a u s ;  da  d e r  Rechenaufwand m i t  d e r  Zah l  k  d e r  I t e r a -  

t i o n s s c h r i t t e  immens zun immt ,  b i e t e t  s i c h  n a t ü r l i c h  d i e  

Lösung m i t  einem Computerprogramm an. 

Das i m  Anhang a u f g e l i s t e t e  (Turbo-)Pascal  Programm i s t  e i n e  

Erweiterung e i n e s  Programms aus.Schrage/Baumann (1984: 164) 

und e r r e c h n e t  d i e  k- te  Näherung an e i n e  op t ima le  S t r a t e g i e  

sowie den Wert  V d e s  S p i e l s  i n  Form d e r  ob igen  T a b e l l e  ( d i e  

2. und l e t z t e  S p a l t e  d e r  o b i g e n  T a b e l l e  wurden wegge las -  

s e n ) .  D e r  B e n u t z e r  g i b t  d i e  Anzahl  d e r  Z e i l e n  und S p a l t e n  

e i n  - maximal j e w e i l s  1 0  - und anschl ießend ze i l enwe i se  d i e  



Matrix und die Zahl der Iterationsschritte. 

Der folgende Ausdruck zeigt das Ergebnis für k = 50: 

Cl 2 Ci 0 0 O Cl C) 
1:. L 0 0 i .T 4 *1 

I-. . 
.Lr 1 0 1 5 -2 
T. .+ . 1 0 2  B -7 ih 
4: -, s C) 2 ,  10 -4 20 
3 : 3 11 2 1.2 -1 '24. 
63 4 0 2 14 2 2E .., ,': 5 0 2 16 .TZ 
Br b 0 2  ? E  P 38 
? : 7 0 2  20 L Z  40 
302 8 CI 2 17 * 14 44 
11: '9 O 2 2q L 7  48 
22: 10 C i , .  2 r-7 26 20 , LU 

13: L I  I? 2 28 2.7; 56 
1 4 ;  11 1 2 25 27 51 
15: 1 1 2 -72 22 31 46 
f h :  12 2 2 24 34 3f3 
17: 13 2 d. 2b 37 54 .> 

1.8: 14 2 2 28 "10 Ci8 
1 Y f 15 .L - - 7 , I  43 b2 7-  

213 : L6 2 2 .JL TC> 46 66 -. 21: 17 2 2 2.4 49 70 
'$7 " LL n L,T 2 

1* 36 32 74. 
23: 15. 2 2 9ß =C L 78 
C, 1 
LT : 2;) 1:I L +I:, 3 .  82 -, 
25;  2 - ,..$ 42 61 86 
2.5 22 2 2 44 .64 <$I;) 

27: 23 2 2 4 b  67 94 
28 :: 24 2 2 48 70 98 
25.3 L*) T C  2 2 SC) 7 3  102 
.TI? : ,"j ,.I 26 L. 52 /C, 
31 : - '77 ,T 5 79 I1C) 
.7; 2 : 1 28 2 L 56 B2 L14 
T 7  V , . ~ < ~ ~  29 ' 2  - 2  58 05 118 
54 : 313 2 2 49 139 1.23 
Tm. 91 -, 
.i..br L 2 62 q:! 126 
7 .  32 .-X .J& : 2 L 6.4 ~4 :Zr3 
J7 : ?T 

L,., L ' 2 66 97 134 
38: .-L 31 2 L. 6~ Ic)r:, 138 
$9; T' -3 n L,..> d. .C. 7Cl 103 142 
,413: 36 2 2. 72  106 1.46 
41 r .X7 C> 74 1 C)? :!SC) 8." 

. a z ~  38 2 ' -, L 76  L17 i-4 
4.3 ; T ,,V 2 2 ?/B 115 158 
44 : -\ GI3 2 I; 80 L18 E.&:! 
$5; 41 2 L e 82 122 166 
4.6 : 4.2 .T &V 2 84 52.4 270 
+7;  47, , 2 2 127 174 
48: 44 C- 2 ,  88 1.30 178 . 
4Y: c.3 2 L '90 133 1 E 2  e 

ZO 2 4 h 2 7 L n2 1.36 1.~16 

C,.. .... .. -. . . , .  . . , - : E? > (C!.; ..~:> C:: ::)L;., C,, C!.., i 
;;lpt,i.[?!&le {-cneu!?c; zna;,cc: ( I>" ,  I>?. z.?.? I:!%: C::>!::!? ) 



Demnach h a t  S p i e l e r  A Zeile 1 i n  92 und d i e  Z e i l e n  2 und 3  

i n  je 4 von  100  F ä l l e n  zu wählen ;  S p i e l e r  B w ä h l t  d i e  1. 

S p a l t e  i n  7 6  und d i e  2. S p a l t e  i n  24 von 100  F ä l l e n  ( d i e  3. 

S p a l t e  da r f  n i e  gewähl t  werden). D e r  Wert V l i e g t  zwischen 

1.84 und 2.24, d.h. S p i e l e r  A w i r d  i m  M i t t e l  gewinnen. 

Für k = 100 e r h ä l t  man d i e  noch genauere Lösung: 

Abschließend se i  d a s  Programm noch  e i n m a l  m i t  dem S p i e l  

"Pap ie r ,  S t e i n ,  Schere" demons t r ie r t .  Die Auszahlungsmatrix 

i s t  

Matr ix  5 

B 

Pap ie r  S t e i n  Schere 

I 2 3 

E s  i s t  i n t u i t i v  k l a r ,  daß j e d e r  S p i e l e r  s e i n e  S t r a t e g i e n  

m i t  W a h r s c h e i n l i c h k e i t  1 / 3  s p i e l e n  muß und d e r  Wert d e s  

S p i e l s  n u l l  i s t .  

Pap ie r  1 

A S t e i n  2 

Schere 3  

Das Programm l i e f e r t  d i e  Tabe l l e  m i t  den folgenden Werten 

f ü r  k = 50: 

0 1 - 1 

- 1 0 1 

1 -1 0 



0: <) 0 13 0 CI C„ Ci Ci 0 
1 : 1 (5 <:? 0 1, - 1 ..' 1, C? 0 
2; n o i  .t 0 -1 I O X  
2; : I 0 2  2 - 1 -- 1, 1 Cl 2 
4. : 1 1 2  1 -1 I:, X I 2  
E. J. :L 2 2 0 -- 3. 1 1 2 "  i: 

6: 1 3 2  -1 -P a 1 5 2  
7: 2 3 2  -.t 0 1. 2 3 2  
8: 3 7 . 2 - 1 1 .I) " 3 

4 
V 
L 

9 z 4 3 2 -1 2 -:I, 4 3 2  
10: 5 3 2  -1 3 -2 z d 3 2  

I 1 r 5 3 3  0 L' -2 5 3 3  
12: C ..I 3 4 I 1 -2 e , . J  3 4 
13: '5 3 5 3 0 -2 5 3 5 
14.: 5 3 6  3 -i -2 E 

.J 3 B 
15: 5 5 7  4 -2 -i! 5 3 7 
1 hr 5 4 '7 .I; -2 -.. j, 3 4 7 
17: -7 5 5 1  2 -3 L 0 5 5 7 
na: 5 6 7  i -2 1 4 t i -  ) 

19: 5 7 i' 0 -2 2 5 7 7. 
ZCI: 5 8 7  -1 -2 Y .̂ I 5 8 7  
21 n 5 9 7  -2 .-.-. L 4 5 9 7  
22: 6 9 7  -2 - 1  3 6 9 7  
23: 7 9 7  .-2 0 2 7 9 7 
Zr;.. 8 9 7  -2 J. n 8 7 7  
25 9 9 7  -." .- 2 0 9 9 7  
2b2 ICi 7 7 -.7 - .3 .-I 10 ? 7 
27 : 3.1 4 7 -3 ..- 4 -.2 1 I. 9 7 
in: 12 9 7 7 ,  A,. 5 .... 7 .> 12 7 7 
29: 12 V €3 -1 4 -T 4 "3 + ... 9 B 
90: L2 9 5' .-, L., 3 -7 ... 3 12 4 9 .. 
r, + i ... * . 12 5" 3.0 1 i-.s A 1 3  ,.. C> 10 
S2: 1 Z ? 1. J. 2 Y, -3 12 4 11 
33: 12 P 1.2 7: Cl -3 1.2 9 12 
24: 12 4 13 4 -1 -9 12 ? 1.3 
35: 1- 9 1% 5 -2 -3 12 9 14 
Tb: i2 4 15 (j -3 -7 .d 1.2 Y 15 
37: 12 iO 15 5 ' -3 -3 .. 1.2 1 1 5  
38 : 12 1.1 15 4 -3 -1 LZ $ 1  15 
39: 12 12 1.5 5 -3 0 1.2 12 1.5 
40: 12 1.3 ti? 2 -3 1 1.2 X9 15 
43, : 12 14 I5 1. -3 2 12 14 15 
42: L2 2.5 15 0 -3 7 .> 12 L5 15 
4,s: 12 16 15 -1  - T .  ... 4. 12 16 2 %  
44: 12 r7 15 .V.:, -5 E C) 1.2 1.7 15 
45: 12 1.8 25 -3 - 6 12 18 15 
ii6: 13 >.B L3 . .d ..T .- E cl I3 18 L5 
47 :L4 18 ?,E; -3 -.I .?. 14 116 25 
48: i5 -?Y i5-i -T . ,  C) 3 15 1e 2.5 
49: I&) IS 15 -3 1 z? 1 18 15 
C - .~i> 2 . 17 18 I5 -.T 2 1 17 18 15 

O p t i m a l e  Laesung Zeile: i0.34.,Q.3J,0.3Oq > 
uptimale L.ner,iing 5 p a i t . e :  (0.34,13.3S,O.SCi,) 



D i e  a n g e n ä h e r t e  o p t i m a l e  Lösung ist  für k= 5 0  schon z iem-  

l i c h  genau.  

Für k = 1 0 0  l a u t e n  d i e  Werte: 
* 

p  = ( 0 . 3 5 , 0 . 3 0 , 0 . 3 5 )  

q* = ( 0 . 3 5 , 0 . 3 0 . 0 . 3 5 )  

- 0 . 0 5  - < V < 0 . 0 5 ,  - 
für k = 200:  

= ( 0 . 3 5 . 0 . 3 2 . 0 . 3 4 )  
* 

q = ( 0 . 3 5 . 0 . 3 2 . 0 . 3 4 )  

- 0 . 0 4  < V < 0 . 0 4  - - 



4. Zwei-Personen-Nichtnullsummenspiele 

In Zwei-Personen-Nullsummenspielen sind die Interessen der 

Spieler immer entgegengesetzt: der Gewinn des einen ist 

stets der Verlust des anderen. In den meisten realen 

Situationen ist dies aber nicht der Fall: häufig können 

beide Spieler gewinnen, wenn sie miteinander kooperieren 

oder ein Spieler kann mehr gewinnen als der andere verliert 

etc. 

In Spielen dieser Art ist die Summe der Gewinne also ver- 

schieden von null und man bezeichnet sie deshalb als 

Nichtnullsummenspiele. 

Zwei-Personen-Nichtnullsummenspiele können formal als mxn- 

Matrix (A,B) der Paare (aij,bij) dargestellt werden; die 

Elemente aij und bij sind Auszahlungen an Spieler A bzw. B. 

wenn diese ihre i-te bzw. j-te Strategie wählen (man 

bezeichnet diese Spiele deshalb auch als Bimatrixspiele): 

Wählt Spieler A die 1. Zeile, Spieler B die 1. Spalte, so 

erhält A die Auszahlung all, B die Auszahlung bll. 

Man kann erkennen, daß Bimatrixspiele im Fall aij = -  bij 
(für alle i,j) in Nullsummenspiele übergehen; Nullsummen- 

spiele sind also Spezialfälle von Bimatrixspielen. 

Die Bestimmung von Lösungskonzepten für Zwei-Personen- 

~ichtnullsummens~ielen baut auf drei Begriffen auf, wovon 

zwei bereits eingeführt sind: 

1) Dominanzprinzip, 

2 )  Gleichgewichtsstrategie/-punkt, 

3) Pareto-Optimalität. 



Ein pareto-optimales Ergebnis (kurz: Pareto-0ptimum)liegt 

dann vor, wenn es kein anderes Ergebnis des Spiels gibt, 

bei dem jeder Spieler eine höhere Auszahlung erhält. Mit 

i,k als Zeilenindizes, j,l als ~~altenindizes 1äOt sich das 

Pareto-Optimum formal definieren: 

(aij b. . )  ist Pareto-Optimum <=> -3k.l: (akl > aij 1 3  & 

a bkl > bij). 

Das Dominanzprinzip ist das grundlegende Prinzip, denn eine 

dominierte Strategie ist niemals optimal: dominiert eine 

Strategie i eine Strategie k, so darf auf keinen Fall k ge- 

wählt werden, weil kein Ergebnis unter k besser ist als 

unter i (vgl. oben). 

Eine Gleichgewichtsstrategie war dadurch bestimmt, daß kein 

Spieler bei Abweichung ein besseres Ergebnis erzielen kann, 

wenn der andere genauso handelt. Der diesen Strategien ent- 

sprechende Punkt hieß Gleichgewichtspunkt. 

Bei Nichtnullsummenspielen gilt nun folgendes Theorem 

(J.Nash) : 

Jedes Nichtnullsummenspiel besitzt mindestens einen Gleich- 

gewichtspunkt (zum Beweis vgl. Owen 1971: 143-144). 

Zwei-Personen-Nichtnullsummenspiele z e r f a 1 1 e n in z W e i 

Klassen, die gesondert behandelt werden: kooperative und 

nicht-kooperative (vgl. das eingangs vorgestellte 

Baumdiagramm) . 

4.1 Kooperative Zwei-Personen-Nichtnullsummenspiele 

Kooperative Spiele haben die Eigenschaft, daß feste, 

bindende Abmachungen zwischen den Spielern getroffen werden 

können und sie ihre reinen oder gemischten Strategien 

aufeinander abstimmen können. Aufgabe einer normativen 

Theorie kooperativer Spiele ist es, eine Lösung auf die 

Fri-ge zu finden, auf welche gemeinsamen Strategien - und 



damit auf welche Auszahlungen - sich beide Spieler durch 
Verhandlungen einigen sollten. Gewöhnlich erhält ein 

Spieler weniger als der andere; das muß aber nicht sein wie 

etwa in der folgenden Matrix (um in Einklang mit der 

Literatur zu bleiben werden Zeilen und Spalten nun statt 

mit 1.2 ,... mit Al, AZ ,... bzw. B1, B2 ,... bezeichnet): 

Beispiel: Matrix 6 

Es liegen keine dominierten Strategien vor: wählt A nämlich 

Al, dann ist zwar 1 > 0-bei Wahl von Spalte B1, aber nicht 
0 > 1 bei Wahl von Ba. Das Analoge gilt für den Spalten- 
spieler B. Die Strategienpaare (A1,B1) und (A2,B2) liefern 

aber Gleichgewichtspunkte - da in diesen Punkten die 
Spieler bei Abweichung schlechter abschneiden, wenn der 

Gegner nicht abweicht - und gleichzeitig die beiden pareto- 
optimalen Ergebnisse. . . 

Im kooperativen Fall, wenn Verhandlungen und Übereinkünfte 

möglich sind, ist die Lösung dieses Spiels kein Problem: da 

kein Spieler Grund hat, irgendeine Strategie zu bevorzugen, 

müssen sie sich lediglich auf (A1,B1) oder (A2,B2) 

abstimmen. 

In realen Situationen ist die Lösung solcher Koordinations- 

probleme beispielsweise aber. dann nicht trivial, wenn keine 

Kommunikationsmöglichkeit gegeben ist. Solche Situationen 

liegen etwa dann vor, wenn zwei Personen sich zu einem 

bestimmten Zeitpunkt in einer Stadt treffen wollen, ohne 

einen Treffpunkt abgemacht zu haben, ein unterbrochenes 

Telefongespräch wiederhergestellt werden soll oder die 

Kollision von zwei Fahrzeugen vermieden werden soll. All 

dieses Situationen haben gemeinsam, da5 beide Spieler nur 



dann "gewinnen",  wenn beide d i e  k o o p e r a t i v e  S t r a t e g i e  

wählen: i m  e r s t e n  B e i s p i e l  müssen b e i d e  den g l e i c h e n  

Treffpunkt  w ä h l e n ,  i m  z w e i t e n  d a r f  n u r  e i n e r  a n r u f e n ,  d e r  

andere  n i c h t  und i m  d r i t t e n  s o l l t e  j e d e r  auf e i n e r  anderen 

S e i t e  fahren.  D i e  "Lösungn s o l c h e r  Koord ina t ions sp i e l e  ohne 

Kommunikation kann durch s o z i a l e  Normen, Konventionen, o d e r  

Regeln s i c h e r g e s t e l l t  werden ,  d i e  d i e  E i n h a l t u n g  der f ü r  

beide S e i t e n  g e w i n n b r i n g e n d e n  A k t i o n  g e w ä h r l e i s t e n  ( z u r  

Vermeidung d e r  K o l l i s i o n  d i e n e n  2.B. S t r a ß e n v e r k e h r s -  

r e g e l n )  . 

Eine a n d e r e  S i t u a t i o n  i s t  m i t  f o l g e n d e r  M a t r i x  gegeben  

B e i s p i e l :  Matrix 7 

B 

Auch d i e s e  M a t r i x  b e s i t z t  k e i n e  d o m i n i e r t e n  S t r a t e g i e n ,  

aber d r e i  Gleichgewichtspunkte  i n  d e r  Diagonale der Matrix.  

I n  d i e s e m  F a l l  haben  a b e r  a l l e  d r e i  P u n k t e  e i n e n  u n t e r -  

s c h i e d l i c h e n  S t a t u s .  S p i e l e r  A h a t  d i e  P r ä f e r e n z r a n g f o l g e  

(A1,B1) v o r  ( A 2 , B 2 )  v o r  (A3 ,B3)  während  B d i e  P r ä f e r e n z -  

r ang fo lge  (A2,B2)  v o r  ( A ~ , B ~ )  v o r  (A3 ,B3)  h a t .  

D i e  b e i d e n  p a r e t o - o p t i m a l e n  E r g e b n i s s e  s i n d  (A1,B1) und 

(A2,B2), s o  daß f ü r  b e i d e  S p i e l e r  d a s  v e r n ü n f t i g s t e  i s t ,  

e i n e s  d e r  beiden Ergebnisse  anzustreben:  bei a l l e n  anderen 

Ergebnissen s c h n e i d e n  b e i d e  S p i e l e r  s c h l e c h t e r  ab. Da bei  

jedem d e r  b e i d e n  p a r e t o - o p t i m a l e n  E r g e b n i s s e  e i n e r  d e r  

be iden  S p i e l e r  b e n a c h t e i l i g t  i s t ,  e r s c h e i n t  e i n e  gemisch te  

S t r a t e g i e  am b e s t e n ,  b e i  d e r  - i t e r i e r t  g e s p i e l t  - i n  5 0 %  

d e r  F ä l l e  d a s  E r g e b n i s  ( 6 , 4 )  und i n  5 0 %  d a s  E r g e b n i s  ( 4 , 6 )  



erzeugt wird; beide Spieler erhalten dann im Mittel die 

Auszahlung (5,s). 

Wir wollen nun eine Lösungsmethode von Nash vorstellen für 

Zwei-Personen-Nullsummenspiele und zeigen, daß genau dieses 

Ergebnis geliefert wird. 

Die Lösung von Nash wird aus den folgenden Axiomen 

abgeleitet; wir geben die Axiome informell in Anlehnung an 

Rapoport (1980: 290): 

Al: Symmetrie: Die Lösung des Spiels sollte nicht von der 

Bezeichnung der Spieler abhängen. 

A2: Linearität: Die probabilistische Mischung der Ergeb- 

nisse, die die Lösung darstellen, sollte gegenüber un- 

abhängigen positiven linearen Transformationender 

Auszahlungen invariant sein. 

A3: Pareto-Optimalität: Die Lösung sollte pareto-optimal 

sein. 

A4: Unabhängigkeit von irrelevanten Alternativen: Falls 

bei gleich bleibendem Drohpunkt (siehe unten) die 

keine Lösung enthaltenden erreichbaren Ergebnisse ge- 

strichen werden, sollte die Lösung gleich bleiben. 

Es läßt sich beweisen, daß nur eine einzige Mischung von 

Ergebnissen alle Axiome erfüllt, nämlich diejenige, die das 

"Nash-Produkt" (a-ao)(b-bo) maximiert (zum Beweis vgl. Owen 

1971: 147). a,b sind dabei die Auszahlungen an A bzw. B 

(Indizes werden im folgenden weggelassen) und (ao,bo) ist 

der sog. Drohpunkt von A und B. Ein Drohpunkt ist das 

Ergebnis der Drohstrategien beider Spieler, die die Spieler 

dann zu spielen beabsichtigen, wenn es in dem Verhandlungs- 

spiel zu keiner Einigung kommt. Jeder Spieler wählt seine 

Drohstrategie so, daß die entsprechende Lösung seine Aus- 

zahlung maximieren würde. In ~atrix 7 ist die Drohstrategie 

für A Al, die von B B2, das Ergebnis ist der Drohpunkt 

(Al ,B2) mit dem Auszahlungsvektor (0,O). 

Zur Bestimmung der Nach-Lösung werden alle möglichen 

Auszahlungen als Punkte in ein Koordinatensystem 












































