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I Prolog und Logik 1 
Der Beweismechanismus von Prolog und seine logischen Grundlagen (Teil 1) 

einen Aufstieg verdankt Pro- Prolog ist die derzeit höchste Programmiersprache, wird mit 
'log unter anderem der die ganz allgemein für die Bearbeitung nichtnume- NO 
Scheidung, daß bei dem ehrgei- beantwortet. 
zigen japanischen Forschungs- rischer Problemstellungen eingesetzt werden kann Prolog prün dabei, ob der durch 
projekt, die nächste ,,intelligen- und sich insbesondere in der Artificial lntelligence eine Frage ausgedrückte Sach- 
te" Computergeneration zu ent- - efwa bei der Entwicklung von Expertensystemen verhalt logisch mit der Wissens- 
wickeln, Prolog als Basiss~ra- - wachsender Beliebtheit &reut. basis vereinbar ist. Genauer ge- 
che eingesetzt wird. Für die Zu- sagt, versucht es zu zeigen, daß 
kunft kann die Bedeutung von ein Theorem (die Frage) logisch 
Prolog also kaum überschätzt aus den Axiomen (Fakten und 
werden. Aber bereits heute werden zahlrei- mer mit einem Punkt abzuschließen sind. Regeln) folgt. Eine Frage wird deshalb auch 
che Expertensysteme und Programme, die Die Clausen (1) und (2) sind Fakten, mit als Ziel bezeichnet, das zu beweisen ist. 
natürliche Sprache verarbeiten, in Prolog denen dem System die für ein Problemge- Beispielsweise ist das zweite Beweisziel 
geschrieben und. nicht mehr mit dem „tra- biet relevanten Sachverhalte mitgeteilt maennlich(wolfgangamadeusmozart) 
ditionellenu Artficial-Inteliigence-Instru- werden und die vom Benutzer als wahr in der realen Welt zwar richtig, kann aber 
ment Lisp. anerkannt werden. Im vorliegenden Fall aus den vorliegenden Fakten und Regeln 
Prolog beruht auf der klassischen Prädika- sollen die beiden Fakten besagen, daß Wolf- nicht bewiesen werden. Aufgrund seiner 
tenlogik und steht für Programming in Lo- gang Arnadeus Mozart das Kind von Leo- Eigenschaft, Theoreme aus Axiomen abzu- 
gic. In der Tat wird eine Variante dieser pold Mozart ist und da13 Leopold Mozart leiten, kann man Prolog auch als automati- 
Logik direkt als Programmiersprache ver- männlich ist. schen Theorembeweiser bezeichnen. 
wendet, so daß sich grundlegende Unter- Die Underliner .-" haben keine besondere Interessantere Ableitungen ergeben sich, 
schizde ergeben zu prozeduralen, algorith- Bedeutung sondern dienen lediglich der wenn das System nicht nur mit Ja oder Nein 
mischen Sprachen wie Fortran oder C, aber besseren Lesbarkeit. Clause (3) ist eine Re- reagiert, sondern Antworten generiert. Mit 
auch zu funktionalen wie Lisp. Prolog ist, gel. Regeln drücken allgemeine, für das Pro- ?-vater~von(X,wolfgangamadeus~mozart). 
zumindest in seiner reinen Form, völlig blemgebiet wichtige Zusammenhänge aus, kann etwa gefragt werden, wer der Vater 
,,anti-algorithmisch". Damit ist gemeint, im obigen Beispiel: von W. A. Mozart ist. Wie unschwer zu 
daß der Programmierer dem System zur Für alle X und Y gilt: Wenn X männlich ist erraten ist, antwortet das System mit 
Lösung eines Problems keinerlei Anweisun- und Y das Kind von X ist, dann ist X der X = leopoldmozart 
gen im herkömmlichen Sinn mehr vorzu- Vater von Y. ~ i e y r a g e  
schreiben braucht, sondern die Struktur Man kann erkennen, daß der Dann-Teil ?- vater-von(X,Y). 
des Problems lediglich zu beschreiben hat. einer Regel - auch ~ o p f  genannt - in Prolog wird mit 
Prolog sucht sich seine Lösung ,eigenstän- zuerst hingeschrieben werden muß und X= leopolclmozart 
dig" mit einem Deduktionsmechanismus, von den Bedingungen - dem Rumpf der Y= wolfgang_amadeus~mozart 
dessen Grundlagen und Arbeitsweisen die- Regel - durch die Zeichenfolge :- getrennt beantwortet. Bei den letzten beiden Fragen 
ser Artikel beschreibt. wird. Der Kopf darf nur aus einem Element ist zu erkennen, daß Prolog richtige Ant- 

bestehen, während der Rumpf mehrere worten gibt, die nicht explizit in der Wis- 

Ein kleines Programm-Beispiel z. B. durch „undu verknüpfte Bedingungen sensbasis stehen. 
beinhalten dari; durch „undu verknüpfte 

Die Interaktion mit einem Prolog-Interpre- Bedingungen sind mit Kommas zu trennen. Die Sprache der Prädikatenlogik 
ter oder Compiler besteht im Grunde in Schließlich kommen in Regeln meist noch 
nichts anderem als der Eingabe von Wissen Variable vor. Variable sind Zeichenketten, Die Kenntnis der logischen Grundlagen 
und dessen Nutzbarmachung in Form von die mit Großbuchstaben beginnen und und der Lösungswege ist eine unabdingbare 
Fragen. Das folgende Beispiel zeigt ein - Platzhalter für konkrete Objektnamen sind. Voraussetzung für das ernsthafte Arbeiten 
allerdings sehr kleines und primitives - Der Grund für die Notationsweise von Re- mit Prolog. Die nicht immer einfachen 
Prolog-Programm (die Numerierung gehört geln wird weiter unten deutlich. theoretischen Ausführungen werden dabei 
nicht zum Programm): Die Fakten bilden zusammen mit den Re- durch Beispiele illustriert. 

Das Programm besteht aus drei Formeln, 
die auch Clausen genannt werden und irn- 

geln die Wissensbasis eines Programms, an 
die Fragen gestellt werden können. Fragen 
beginnen in Prolog mit ?-. Die Frage 
?- maennlich(leopolLmozart). 
beantwortet das System mit 
Yes 
Die Frage 
?- maennlich(wo1fgangamadeus~mozart). 

Die Prädikatenlogik erster Stufe, auch 
Quantorenlogik genannt, geht in ihren 
Wurzeln bis auf ~ristotele's zurück und 
wurde in ihrer heutigen Form in der Haupt- 
sache von Gottlob Frege und Bertrand Rus- 
sel begründet. Die Beschäftigung mit Logik 
war bis zur Einvernahme bestimmter Logik- 
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konzepte durrh die Artificial Intelligence 
ein eher esoterisches Gebiet der Mathema- 
tik und Philosophie ohne konkrete Anwen- 
dungsmöglichkeiten, abgesehen vielleicht 
von Informatikgrundlagenforschung. Mit 
dem Siegeszug der Artificial Intelligence 
und der Entwicklung von Logikprogram- 
miersprachen änderte sich dies jedoch 
grundlegend. 

Bei der Umsetzung eines Problems in die 
präzise logische Sprache hat man meist ei- 
ne umgangssprachliche Formulierung im 
Kopf. Tatsächlich besteht zwischen Logik 
und natürlicher Sprache eine enge Bezie- 
hung, es existieren aber auch viele Unter- 
schiede und Schwierigkeiten, wenn man 
versucht, natürliche Sätze in die asketische 
logische Sprache zu transformieren. 

Das wichtigste Grundprinzip der klassi- 
schen Logik ist das Bivalenzprinzip. Es be- 
sagt ganz einfach: Jeder Satz ist entweder 
wahr oder falsch. Theoretisch teilt die Lo- 
gik dieses Prinzip mit (Aussage-)Sätzen der 
natürlichen Sprache, ist dort aber nur mit 
erheblichen Einschränkungen und Schwie- 
rigkeiten anwendbar. Fast aile natürlich- 
sprachlichen Sätze sind nämlich mehr oder 
weniger vage. Den Satz ,Europa ist groß" 
wird man beispielsweise kaum als wahr 

. >oder falsch schlechthin betrachten. In ei- 
nem gegebenen Kontext, bei gegebenen 
Maßstäben, Definitionen, Erwartungen, 
Hörern etc. können Sätze dieser Art aber 
durchaus wahr oder falsch sein. 

Eine der wichtigsten Anwendungsvoraus- 
setzungen der klassischen Logik ist des- 
halb : 
Jedes Prädikat ist hinreichend scharf. 

GRUNDLAGEN 

I '  1;; 
11.. Ein Prädikat ist die Eigenschaft, die einem 
I I 
I Objekt zugeschrieben ist (im Beispiel: ... ist 
11. > 

I groß") bzw. die Relation, die zwischen Ob- 
" jekten besteht. 

Die klassische Logik fordert somit, daß man 
immer entscheiden kann, ob ein Prädikat 

1 1  (,...ist groß") auf ein bestimmtes Objekt 
,EuropaU) zutrifft oder nicht. Erwähnens- 

wert hierzu ist noch, daß in neuerer Zeit 
Logiken entwickelt wurden, die sowohl das 

I' Bivalenzprinzip faiienlassen (drei- und 

1 mehnvertige Logiken) als auch die Forde- 
rung der Schärfe der Prädikate (Fuzzy Logi- !I ken). Fiir Prolog hat dies allerdings keine 
Bedeutung. 

Die Prädikatenlogik ist induktiv 
aufgebaut 

1, 

Ausgehend von den kleinsten Bestandteilen 
werden immer komplexere Ausdrücke defi- 
niert. Der Zeichenvorrat der Prädikatenio- 
gik besteht dabei aus folgenden Symbolen, 
wobei in Hinblick auf Prolog die Notation 
von der Konvention abweicht: 

\ 
-ein Prädikat ist eine (endliche, nicht- 

leere) Folge von Zeichen des lateinischen 
Alphabets ohne Leerzeichen und mit 
Unterstrich -, beginnend mit einem 
Kleinbuchstaben (Beispiele: a, b, pred, 
klein-buchstabe). Man unterscheidet 
0-, 1 -, 2-, ..., n-stellige Prädikate und gibt 
damit die Zahl der Argumente an, die ein 
Prädikat verlangt. In der natürlichen 
Sprache ist beispielsweise das Prädikat 
... liebt ... 
2stellig, da es zwei Argumente erfordert, 
das Prädikat 
... groß 
ist einstellig. 

- eine Variable ist definiert wie ein Prädi- 
kat, außer daß der erste Buchstabe der 
Zeichenfolge mit Großbuchstaben be- 
ginnt (Beispiele: X, Y, Variable, Pred). 

- Konstanten und Funktoren sind definiert 
wie Prädikate. 

- logische Konstanten: 1 (nicht), & (und), 
V (oder), => (wenn-dann), C=> (genau 
dann, wenn) 
- Quantorzeichen: V, 3 
- Sonderzeichen: Klammern, Doppel- 

punkt, Komma. 
Aus diesen Grundbausteinen werden nun 
in der Syntax Terme, Atomformeln und 
komplexe Formeln (molekulare Formeln) 
gebaut. 
Terme sind induktiv definiert: 
(Tl) Konstanten und Variable sind Terme. 
(T23 Ist f ein Funktor und sind !,,...,& Ter- 

me; so ist f(tl, ...,$) ein Term. Dabei 
sind tl,...,&-&e Argumente von f. 

Die unterstrichenen Symbole gehören 
nicht zur zu definierenden Sprache, son- 
dern dienen hier und im folgenden immer 
lediglich als Platzhalter für die Ausdrücke 
der Sprache. Terme kann man in der Um- 
gangssprache mit Objektnamen verglei- 
chen. Terme der letzten Art entsprechen 
dabei Konstrukten wie „der Verfasser von 
Ulysses", „die Summe von zwei und drei", 
in Logikschreibweise sieht das so aus: 
verfasser~von(u1ysses). 
summe-von(mei,drei). 
Terme bezeichnen immer Objekte, die 
nicht wahr oder falsch sein können; das 
sollte man nie vergessen. 
Der nächste Schritt besteht nun darin, dall 
man aus Termen und Prädikaten Atornfor- 
mein bildet: 

Eine weitere Gemeinsamkeit von Logik und 
natürlicher Sprache ist: beide haben ein 
Vokabular, eine Syntax und eine Semantik. 
Anders als in der natürlichen Sprache sind 
in der Logik aber Zeichenvorrat, Syntax und 
Semantik präzise definiert. 

(A) Ist - p ein n-stelliges Prädikat und sind 
tl1..,tn Terme, so ist - -  p(tl, ..., - t,) eine 
Ätomformel. 

Beispiele für Atomformeln sind: 
maennlich(a) 
liebt(X,Y) 
schreibt(verfasser~von(ulysses),buch). Va- 
riablenfreie Atomformeln stehen in der 
Umgangssprache für einfache Sätze ohne 
logische Verknüpfungen wie bei „Der Ver- 
fasser von Ulysses schreibt ein Buch". Es 
sei angemerkt, daß in Prolog syntaktisch 
nicht unterschieden wird zwischen Atom- 
formeln und Termen als Funktoren mit Ar- 
gumenten; verfasser~von(u1ysses) ist syn- 
taktisch auch eine Atomformel. 
Schließlich können aus Atomformeln mit 
den logischen Konstanten und Quantoren 
komplexe Formeln gebaut werden: 

(Fl) Ist F eine Atomformel, so ist - F auch 
eine~ormel.  

(F2) Sind F und G Formeln, so sind auch die 
folgenden Ausdrücke Formeln (mit ab- 
nehmender Bindungsstärke der logi- 
schen Konstanten in dieser Reihen- 
folge): 
7F (Negation), F&G (Konjunktion), 
FZ ( ~ i s j u n k t i o ~ ) , ~ = > ~  (Implika- - - 
tion), F<=>G (Äquivalenz): 

(F3) Ist F eine ~ o r m e l  und X eine Variable, 
so sind auch VX:F - - und-~X:F - -  Formeln. 

VX ist der Allquantor, 3X der Existenzquan- 
t 6 .  Formeln der ~ e s t z t  (F3) heißen All- 
bnv. Existenzformeln. 
Für die unterstrichenen Symbole sind dabei 
wieder zulässige Ausdrücke der Prädikaten- 
logik einzusetzen. Es sei angemerkt, daß 
sich die Aussagenlogik als der Teil der Prä- 
dikatenlogik definieren läßt, der keine 
Funktionskonstanten, keine Individuen- 
konstanten und nur Ostellige Prädikatsyrn- . 
bole enthält (n = 0 in Definition (A)). 

Ein Beispiel 

Es soll nun an einem kleinen Beispiel ver- 
anschaulicht werden, wie man komplexe 
Formeln aufbaut. X und Y seien Variable 
und somit auch Terme, maenniich, 
kinLvon und vater-von seien Prädikate. 
Nach (A) sind dann maennlich(X), 
kinhvon(Y,X), vater-von(X,Y) Atomfor- 
meln. Wendet man (F2) an, so ergibt sich 
die komplexe Formel maennlich(X) & 
kinLvon(Y,X) und bei nochmaliger An- 
wendung von (F2) 
maennlich(X) & kind_von(Y,X) => 
vater-von(X,Y). 
In dieser Formel kommen alle Variablen 
frei vor, d. h. sie sind an keinen Quantor 
gebunden. Wendet man mit (F3) den All- 
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quantor an, so erhält man eine geschlosse- 
ne Formel, in der 'alle variablen durch die 
Quantoren gebunden sind: 

Aiigemein nennt man eine Variable gebun- 
den, wenn sie irn Wirkungsbereich eines 
Quantors liegt. Der Wirkungsbereich eines 
Quantors erstreckt sich dabei auf jene For- 
meln, deren Präfix er ist. Nur geschlossene 
Formeln ohne freie Variablen können wahr 
oder falsch sein. Die obige Formel kann 
natürlich mit weiteren Formeln zu noch 
komplexeren verknüpft werden. 
Nimmt man zu der Allformel die beiden 
eingangs aufgeführten Fakten hinzu, so läßt 
sich z. B. logisch ableiten: 

vater~von(leopolhmoz~, 
wolfgangamadeusmozart). , , 

Wie lassen sich nun solche Schlüsse recht- 
fertigen? 
Prinzipiell sind hierzu zwei Vorgehenswei- 
Sen möglich: 
-Entweder, man stellt einen sog. Kalkül 

mit einer Menge von Regeln auf und lei- 
tet aus den vorliegenden Formeln das zu 
beweisende Theorem mit den Regeln ab. 
Ein Beispiel für,eine einfache Regel, die 
in den meisten Logikkalkiilen Verwen- 
dung findet, ist der Modus Ponens, der 
besagt: aus F - und - F=>G - darf - G abgeleitet 
werden. 

-Eine andere Möglichkeit besteht darin, 
einen Beweis semantisch zu führen, d. h. 
zu zeigen, daß, wenn die vorliegenden 
Formeln wahr sind, auch der Schluß 
zwingend wahr sein muß. 

Bei der zweiten Möglichkeiten, auf die wir 
uns hier beschränken, muß geklärt werden, 
was es heißt: .eine Formel ist wahru. Hier- 
zu müssen den Grundausdrücken Bedeu- 
tungen zugeordnet werden. Bislang sind 
die eingeführten Ausdrücke ja Zeichenket- 
ten ohne Bedeutung. Weder die zulässigen 
Terme wolfgangamadeusmozart~ noch 
xcfsfaf haben innerhalb der Prädikatenlogik 
eine Bedeutung. 
Daß wolfgangamadeusmiozart für uns mit 
einem bestimmten Menschen verbunden 
ist, liegt nur daran, daß diese Zeichenfolge 
in der Umgangssprache auf einen bekann- 
ten Komponisten vefieist. Wir haben bis- 
lang immer stillschweigend angenommen, 
daß Prädikate und Konstanten auf ihre um- 
gangssprachlichen Äquivalente verweisen, 
ohne eigentlich eine Rechtfertigung dafür 
zu haben. In der Semantik werden die Aus- 
drücke der Sprache über die Begriffe Inter- 

pretation und Modeil auf bestimmte men- werden aus den Basisausdrücken berechnet 
gentheoketische Strukturen abgebildet. und sind wie folgt festgelegt 

(,gdwu ist die Abkürzung für .genau dann 

Was eine Interpretation ist - wennu): 
F&G ist wahr unter I gdw I(F) = I(G) = wahr. 

Eine Interpretation ordnet Individuenkon- F v 3  ist wahr unter I gdw I(F) =Wahr oder - - - - 
stantent (z. B. sokrates oder xcfsfaf) Indivi- I(G)=wahr. 
duen der realen Welt zu (z. B. der Konstan- -Fist wahr unter I gdw I(F) = falsch. 
ten wolfgangamadeusmiozart den konkre- F ~ > G  ist falsch unter I gd% I(F) = falsch. 
ten Menschen W. A. Mozart), Prädikaten 8 <=> G ist wahr unter I gdw-~(~) = I(g). 
(geordnete) Mengen von Individuen (z. B. %:F istWahr unter I gdw es egstiert ein 
dem Prädikat istmenschlich die Menge al- d €-D so daß bei WdIF wahr ist (Wd steht 
ler Menschen, dem 2steiligen Prädikat toe- für:' Ersetze alle ~<kommnisse von X 
tet eine Menge von geordneten Paaren aus durch d). 
Mördern und Ermordeten etc.). VX:F ist wahr unter I gdw für aiie d G D 
Formal besteht eine Interpretation aus ei- gilt: 3 ist wahr bei Wd. 
nem (nicht-leeren) Definitionsbereich D, Fügt man zu den obigen Interpretationen 
über den die Variablen laufen und einer noch hinzu: 
Funktion i, die (i4) I(bruder-von) = 

{... <Kain,Abel>, 
(1) den Individuenkonstanten Elemente <Abel,~ain>, ...), 

aus D zuordnet: so ist 
a :+ I(a), I(a) 8 D - toetet(kain,abel) & bruder-von(kain,abel) 
für a l l e ~ o n k t e n  a; wahr. Diese Formel wäre aber nicht wahr 

(2) n-stelligen ~unktor& n-Tupel von Ele- unter der Interpretation: 
menten aus D zuordnet: I(kain) = Abel 
f :+ I@), I(f) C Dn für aiie Funktoren f I(abe1) = Kain; 
C bezeichne die Teilrnengenrelation, 8' Man nennt alle Interpretationen, die eine - 
das n-fache Cartesische Produkt von D); gegebene geschlossene Formel wahr ma- 

(3) n-steiligen Prädikaten n-Tupel von Ele- chen, ein Modeil dieser Formel. Beispiels- 
menten aus D zuordnet: weise ist die Interpretation (i1)-(i4) ein Mo- 
p :+ I(p), I(p) C D" für alle Prädikatsym- deil für die obige konjunktiv verknüpfte - - - -  
bole p. Formel. Hat eine Formel mindestens ein 

(4) ~tomformeln Wahrheitswerte zu- Modeli, d. h. gibt es mindestens eine Inter- 
ordnet: pretation, die die Formel wahr macht, so ist 

F :-, I(F), I(F) €3 {wahr,falsch) für alle sie erfüllbar. 
Ätomformeln F. - Formeln, die nicht erfüllbar sind, sind wi- 
Mit Hilfe dies& Festlegungen kann nun der derspruchsvoil, z. B. ist 
Wahrheitsbegriff für Atomformeln definiert X: maennlich(X) & 1 maennlich(X), 
werden; Atomformeln sind die kleinsten (die Formel behauptet, es gibt jemanden, 
Einheiten, denen Wahrheitswerte zu- der männnlich und nicht männlich ist) un- 
kommen: ter keiner Interpretation erfüiibar und so- 
Unter einer Interpretation I ist eine Atom- mit widerspruchsvoil. 
forme1 p(ai, ...,an) genau dann wahr, wenn Schließlich läßt sich der logisch-sematische 
gilt: Folgerungsbegriff wie folgt festlegen: eine 
<I(al), ..., I(an)> C3 I@). Formel F folgt aus einer Formelmenge M, 
~eisiiel:  tÖetet(kain,abel) ist wahr unter genau d k n ,  wenn unter allen lnterpretatG- 
folgender Interpretation: nen, die - M wahr machen, auch - F immer 
(i 1) I(kain) = Kain wahr ist. 
Dabei ist kain eine Zeichenfolge der Spra- Wir haben somit die für unsere Belange 
che, die vor der Interpretation ohne Bedeu- wichtigsten Konzepte der Prädikatenlogik 
tung ist und Kain der konkrete Mensch. in einer freilich sehr lückenhaften und für 
(i2) I(abe1) = Abel einen Logiker recht oberflächlichen Weise 
(i3) ~(toetet) = {...<Kain,Abel>, ...) vorgestellt, die uns in diesem Rahmen aber 
Dem Ausdruck toetet ordnet die Interpret* genügen sollen. Die Prädikatenlogik in der 
tion eine Menge von geordneten Paaren zu, bislang aufgebauten üblichen Syntax eignet 
wobei das erste Element der Mörder, das sich U. a. wegen Ineffizienz schlecht für 
zweite der Ermordete ist. Diese Menge ent- Computerübertragung; alle Versuche, Lo- 
hält u.a. auch das Paar <Kain,Abel>, nicht gik als Computersprache zu benutzen mün- 
aber <Abel,Kain>. deten in eine spezielle syntaktische Varian- 
Dann ist toetet(kain,abel) wahr, da d a i n ,  te der Prädikatenlogik. Der zweite und letz- 
Abel> in der Menge I(toetet) enthalten ist. te Teil dieses Beitrags im nächsten Heft 
Die Wahrheitswerte komplexer Formeln beginnt deshalb mit der Clausenlogik. 

Februar 1988 



GRUNDLAGEN 
Maus Manhart 

Prolog und Logik 
Der Beweismechanismus von Prolog und seine logischen Grundlagen (Teil 2) 

n der Clausenlogik werden Prolog 1st die derzeit höchste Programmiersprache, glied als eine Clause. Innerhalb Idie prädikatenlogischen die ganz allgemein für die Bearbeitung nicht-nume- der Clausen erscheinen nur 
meln in eine sogenannte Nor- mehr disjunktiv verknüpfte For- 
mairom umgewandelt. Hier rischer Problemstellungen eingesetzt werden kann. meln. Da bei vvu als einzigem 
gibt es nur mehr negierte und Im zweiten und letzten Teil werden Clausenlogik, Verknüpfungsoperator ~ l a n i -  
nicht-negierte Atomformeln, Hornclauseln, Syntax und die Resolutionslogik be- m e r k g  und Reihenfolge inner- . - - 
die ausschließlich mit .undu handelt. halb einer Clause irrelevant 
und ,,oderu verknüpft sind. Jede sind, werden Klammern-weke- 
~rädikatenloeische Standardfor- lassen und die Formeln in einer " 
mel läßt sich in einem algorith- 
mischen Prozeß in Clausenlogik über- 
führen. 

Als Beispiel die Formel 
(FO) VX: VY: p(X,Y) & q(Y) => 
32: r(Z) & p(X,Z) 

Sie kann als prädikatenlogische Repräsenta- 
tion der folgenden Regel aufgefaßt werden: 
Für alle X,Y gilt: Wenn X Kind von Y ist und 
Y männlich ist, dann gibt es ein Z, so da5 Z 
weiblich und X Kind von Z ist, oder etwas 
natürlicher formuliert: 
Zu jedem Kind eines Vaters gibt es eine 
Mutter (statt der „sprechendenu Prädikate 
kincivon etc. verwenden wir hier kurze 
Ausdrücke). 
Die Umwandlung prädikatenlogischer For- 
meln in Formeln der Clausenlogik ge- 
schieht mit folgenden schritten: 

- Ersetze Implikationen und Äquivalenzen 
unter Benutzung der Gesetze: 
F <=> G ist äquivalent zu - 
F => G &  G => F; - - -  
F => G ist äquivaent zu V V G. - - - - 

Existenzquantoren sind für automatische 
Theorembeweiser hinderlich. Nach dem 
Logiker Skolem lassen sich .erfüllbarkeits- 
äquivalenteu existenzquantorfreie Formeln 
herstellen durch Ersetzung der existenz- 
quantifizierten Variablen mit einer neuen 
Konstanten, oder, falls die Variable im Be- 
reich eines Allquantors liegt, durch Erset- 
zung mit (Skolem-)Funktionen. Die Argu- 
mente von Skolernfunktionen bilden dabei 
sämtliche allquantifizierten Variablen, in 
deren Bereich die existenzquantifizierten 
liegen. 
Beispielsweise müßte die Formel 
VX: 3Y: p(X,Y) transferiert werden zu: 

VX: p(X,f(X)). 
Aus (F2) wird somit 
(F3) VX: VY: (lp(X,Y) V lq(Y)) V 

. 
(r(g(X,Y)) & p(X,g(X,Y))). 

- Erzeuge die Pränexform: 
Da nun in der Formel nur mehr Ailquanto- 
ren vorkommen, können diese gedanklich 
nach vorne geschoben und weggelassen 
werden. Alle nun noch vorkommenden Va- 

Ciause können zu einer (impii- 
zit disjunktiv verknüpften) Menge msam: 
mengefaßt werden. Alie Clausen zusaii- 
men bilden schließlich eine (implizit kon- 
junktiv verknüpfte) Menge von Clausen 
((F6) siehe Bild I). 
Die Elemente einer Clause heißen Literale, 
negierte Elemente sind,negative, unnegier- 
te positive Literale. Eine Clause ist also eine 
Menge von positiven oder negativen Lite- 
ralen. 
Prolog liegt eine spezielle Variante von 
Clausen zugrunde, sog. Horn-Clausen (nach 
dem Logiker Horn). Hornclausen sind Clau- 
Sen mit höchstens einem positiven Literal. 
Beispielsweise sind die beiden obigen Clau- 
Sen Hornclausen, nicht aber {lp(X), q(X), 
s(X)). Nach einem Theorem von Horn läßt 
sich jede prädikatenlogische Formel als 
Hornclause darstellen; diese bilden die 
grundlegende syntaktische Struktur von 
Prolog. 

Zusammenhang zwischen Horn- 
clausen und Prolog-Syntax 

(Die Beweise für diese sowie die in den riablen bleiben aber (implizit) aliquantifi- Ein Prolog-Programm ist eine endliche 
folgenden Schritten angegebenen Äquiva- ziert: Menge von Hornclausen, die in Prolog-Syn- 
lenzen sind trivial.) 

(F41 I ~P(X,Y) V 7q(Y)) V (r(g(X,Y)) & 
tax geschrieben werden; anstelle der Men- 

Aus der obigen Formel (FO) wird somit gennotation tritt die Satznotation: 
(Fl)  VX: VY: l (p(x,~) & q(Y)) V 

P(X,~(X~Y)). Besteht eine Clause aus genau einem positi- 
32: r(Z) & u(X,Z). - Konvertiere die Formel in eine Konjunk- ven Literal, so wird nur diese geschrieben - .  . 

tion von Disjunktionen (konjunktive Nor- und mit einem Punkt abgeschlossen. Clau- 
- Schiebe Negationssymbole möglichst malform) mit Hilfe der Dislibutivgesetze: Sen mit genau einem positiven Literal sind 
weit nach innen unter Nutzung der Ge- Fakten. 
setze: (F &G) V - H ist äquivalent zu (F - V - H) & Besteht eine Clause aus mehreren negati- 
l (1F) äquivalent zu F; (G V E); ven Literalen und einem positiven Literal, 
T(F& G) äquivalent% 1F V lb; . - F V (G & - H) ist äquivalent zu (F - V - G) 6 So steht das positive Literal immer ganz 
ltß(: -- a) äquivalent zu 3 ~ :  - lp(X); - (F V H). links und wird von den negativen durch :- 
13X: P(X) äquivalent ZU VX: - I~(x) .  - ( F ~ ~  K ~ P ( ~ . Y )  7q(Y)) r(g(X,Y))) 8Z getrennt, die negativen Literale werden 
somitergibt sich (F1 ) zu ((~P(X,Y) V M y ) )  V p(xlg(X,y)). (ohne Negationszeichen) durch Kommata 
(F2) VX: VY: (lp(X,Y) V lq(Y)) V - Erzeuge die endgültige Clausenform: getrennt und mit einem Punkt abgeschlos- 
32: r(Z) & p(X,Z). Es liegen jetzt nur mehr Formeln vor, deren Sen. Clausen mit einem positiven und min- 
- Eliminiere Existenzquantoren durch Sko- ~ a u ~ i o ~ e i a t o r  das logische ,,undu ist. Man destens einem negativen Literal sind Re- 
lemisierung: bezeichnet jedes einzelne Konjunktions- geln. 
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GRUNDLAGEN 

( F 6 1  

( - . P  iX,Yl v q q i Y 1  V r lgIX.Yi11 L i - p lX ,Y i  V - q l Y 1 1  V p(X,g(X,Y)) 
\ I ,  " / ., 

1 Clause 2.Clause .. 
\ ,  

.. 
\ 

{{i~(X,Y) , -qlY1 , rlgiX,Y)I) 8 (-piXII1, -qiY 1 , pfX,glX,Y))}} 
" " -I V<, " l  . . 

\I/ - \ / '  -I 
negative positives 

L i te ra le  Literale, , Literal . 

Bild 1. Eine implizit konjunktiv verknüpfte Menge von Clausen 

Büd 2. Gegenüberstellung von Standard-Logik, Clausenform und Pro- 
log-Notation an einigen Beispielen 

Als letzte Möglichkeit verbleiben schließ- sten heutigen Deduktionsprogramme be- menge M ist nämlich widerspruchsvoll ge- 
lich noch Clausen mit ausschließlich nega- ruht auf dem Resolutionsprinzip von Robin- nau da&, wenn aus - M die leere Clause 
tiven Literalen. Clausen mit negativen Lite- son (1 965): ableitbar ist. 
ralen werden mit ?- beginnend und durch Ist eine Interpretation I ein Modell für eine Um eine Formel s zu beweisen, ist diese 
Kommata getrennt geschrieben. Clausen Clausenmenge C = {A,B), so daß es ein also zu negieren, in die übrige Clausenmen- 
mit ausschließlich negativen Literalen sind Literal L gibt mit L6A und LBB, dann ist I ge einzufügen und die leere Clause herzu- 
- aus Gründen, die unten dargelegt werden auch Modell für C' = {(A\{L)) U (B\{lL))}. leiten. Aus diesem Grund ist eine Prolog- 
- Fragen. Normalerweise ist dies eine ein- (,\" ist das Operationszeichen für Diffe- Frage implizit eine negierte Clause, die mit 
elementige Menge. Clausen mit mehreren renzmengenbildung.) den anderen Clausen aus der Datenbasis 
negativen Literalen sind - wie man sich Ist z. B. C = {{p),{q,lp)) wahr, dann sind resolviert wird. 
leicht überlegen kann - konjunktiv ver- die Voraussetzungen des obigen Satzes er- Prolog bedient sich beim Resolvieren der 
knüpfte Fragen. Einige Beispiele zeigt füllt, da p€ {p) und l p €  {q, l p )  , und somit linearen Input-Resolution, nach der das Be- 
Bild 2. ist auch C' = {{p)\{p) U {q,lp)\{ l p ) )  = weisziel - also das negierte Literal - resol- 
Aus (2) und (3) des Bildes 2 ist ersichtlich, {q) wahr. viert wird mit einer Clause aus der Wis- 
daß die Prolog-(Satz-)Notation eine Horn- Der Schluß 

sensbasis, die Resolvente dieses Prozesses 
Clause in eine umgekehrt geschriebene Im- 

{P> 
wieder resolviert wird mit einer Clause aus 

plikation umwandelt, so daß die Prolog- 
{q,l,p) 

der Wissensbasis usw. Die Auswahl der 
Notation immer als umgekehrter Wenn- 

(9) 
Resolutionskandidaten in der Datenbasis 

Dann-Satz gelesen werden kann. Beispiel erfolgt dabei nach den Strategien: 
(4) zeigt, daß eine Prolog-Frage einem ne- ist natürlich nichts anderes als der klassi- - der Rumpf von Regeln wird von links 
gierten Literal entspricht bzw. in der Stan- sche Modus Ponens, da {q,lp) aussagenlo- nach rechts bearbeitet; 
dardlogik einer negierten Existenzformel gisch p => q ist. - Clausen-werden in der Reihenfolge von 
(es gibt kein X, so daß X die Eigenschaft p Man nennt q die Resolvente und stellt den oben nach unten durchsucht. 
hat). Der Grund hierfür wird sogleich deut- Resolvierungsprozeß zweckmäßigerweise ,hgenommen, es seien folgende aussagen- 
lich. dar, wie es Bild 3 zeigt. logische Formeln gegeben: 
Es sei darauf hingewiesen, daß man bei der Die Ableitungsmethode in der Resolutions- (Al) o 
praktischen Arbeit mit Prolog meist nicht logik beruht auf einem Widerspruchsbe- (A2) p 
so vorgeht, eine Wissensbasis prädikatenlo- weis: Man negiert die zu beweisende For- (A3) q => r 
gisch zu erstellen und sie in dem beschrie- mel - also das Theorem - und zeigt, daß es (A4) p & r & o => s 
benen Prozeß in Prolog-Hornclausen zu kein Modell gibt, das alle Formeln erfüllt. (A4) p V t => q 
überführen. Die Wissensbasis läßt sich Der Hintergrund ist folgender: Bild 4 zeigt die Konvertierung in Clausen- 
meist direkt in Form von Prolog-Sätzen Die Axiome sind als wahr vorausgesetzt. form, das zugehörige Prolog-Programm und 
schreiben. Oft lassen sich durch die Einfüh- Folgt das Theorem aus den Axiomen, so den Resolutionsbeweis für s. Aus diesem 
rung spezifischer ,ad-hoc-Regeln" auch müßte die Negation des Theorems unver- Beispiel ist unmittelbar nachprüfbar, daß 
Skolemfunktionen vermeiden. träglich mit den Axiomen sein. Man sucht die Anordnung der Clausen die Effiienz 

also einen logischen Konflikt zwischen dem einer Lösung beeinflussen kann. 
Der Beweismechanismus von negierten Theorem und den Axiomen. Se- Bei prädikatenlogischen Formeln kommen 

Prolog mantisch ausgedrückt: Gibt es kein Modell, nun zusätzlich Variable vor, die je nach 
das alle Formeln erfüllt, so muß die negier- Bindung einen Widerspruch erzeugen kön- 

Nun zum zentralen Kern von Prolog und te Formel falsch sein, die unnegierte mithin nen oder nicht. Beispielsweise iäßt sich bei 
dem eigentiichen Ziel dieses Aufsatzes, der wahr. Konkret bedeutet dies nun, eine den Clausen 
Vorstellung der Resolutionslogik. Der Be- . Clause herzuleiten, die nie erfüllbar ist und praed(X). 
weismechanismus von Prolog und der mei- dies ist die leere Clause [ 1: eine Clausen- praedv). 

r 
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GRUNDLAGEN I 

für die Belegung X=Y=a die leere Clause 
herleiten, nicht jedoch für X=a, Y=b. 
Die theoretische Basis für das Resolvieren 
in der Prädikatenlogik ist das Theorem von 
Herbrand: es besagt, daß bei der Herleitung 
der leeren Clause die Interpretation über 
einen eingeschränkten Bereich, das Her- 
brand-universum, ausreichend ist. Hier 
kommt nun der Unifikationsalgorithmus 
mit ins Spiel. Der Unifikationsalgorithmus 
ist ein Matching-Prozess, der 2 Literale ver- 
gleicht und pr-üft, ob es eine Variablensub- 
stitution gibt, bei der die Formeln identisch 
werden. In beiden Literalen müssen natür- 
lich das Prädikatsymbol und die Zahl der 
Argumentstellen übereinstimmen. Die Sub- 
stitutionsregeln sind einfach: Variable kön- 
nen andere Variable, Konstante oder Funk- 
tionen ersetzen, sofern die Funktion nicht 
eben diese Variable als Argument besitzt 
(ansonsten: Gefahr von Endlossubstitutio- 
nen!). Ohne auf weitere Details einzuge- 
hen, sei gleich das Familienrelationenbei- 
spiel präsentiert; diesmal soll zur Abwechs- 
lung die griechische Mythologie herhalten: 
kinLvon(ares,zeus). 
kinclvon(ares,hera). 
maennlich(zeus). 
maennlich(ares). 
weiblich(hera). 
mutter-von(X,Y) :- 

kind_von(Y,X), weibliche). 
vater-von(X,Y) :- 
kinb'ronfl ,~),  maennlich(X). 
?- mutter-von(hera,ares). 
Bild 5 zeigt den prädikatenlogischen ~ e s o -  
lutionsbeweis (X/hera bedeutet, daß X mit 
hera unif~ziert wird). Bei Ergänzungsfi-agen 
funktioniert der Beweisalgorithmus mit ei- 
ner kleinen Modifikation: man fügt die ur- 
sprüngliche Frage ihrer Negation hinzu und 
markiert sie, so daß sie vom Resolutionsai- 
gorithmus nicht verwendet wird. Ihre Ar- 
gumente werden aber durch die stattfin- 
denden Resolutionen gebunden. Das Ende 
des Verfahrens ist dann erreicht, wenn nur 
noch genau diese markierte Clause übrig- 
bleibt; die Argumentbindungen stellen 
dann das Ergebnis dar: Bild 6 zeigt einen 
prädikatenlogischen Resolutionsbeweis bei 
Ergänzungsfragen. 
Abschließend sei noch darauf hingewiesen, 
daß der Resolutionskalkül die beiden wich- 
tigsten Eigenschaften für Logikkalküle er- 
füllt: zum einen ist die Resolution korrekt, 
d. h. es werden keine falschen Aussagen 
hergeleitet, zum anderen ist sie vollständig 
bezüglich der Widedegung, d. h. sind Clau- 
Sen inkonsistent, so ist es immer möglich, 
die leere Clause abzuleiten. 
Bei einem in eine Programmiersprache um- 
gesetzten Resolutionskalkül wie Prolog ist 

die Vollständigkeit aber durch die informa- 
tische Interpretation nicht immer gegeben, 
insbesondere dann nicht, wenn ein Beweis- 
kandidat nicht terminiert. Dies ist z. B. bei 
dem folgenden abschließenden Programm 
der Fall, bei dem durch die Auswahlstrate- 
gie für geeignete ~esoken ten  eine Endlos- 
schleife entsteht: 
P@) :- q(X). 
q(X) :- P(X). 
q(a1. 
?- P(X) 
Um p(X) zu beweisen, ist nämlich q(X) zu 
beweisen. q(X) könnte zwar mit X=a be- 
wiesen werden, steht aber hinter der Regel 
q(X) :- p(X), so daß diese zuerst aufgerufen 
wird. Um q(X) zu beweisen ist aber wieder- 
um p(X) zu beweisen usw. Das Programm 
erreicht aufgrund der Anordnung der Clau- 
Sen also nie den Kandidaten q(a) und gerät 
in eine Endlosschleife. Das Problem läßt 
sich zwar leicht beheben, indem man q(a) 
an erster oder zweiter Stelle setzt, zeigt 
aber auch, daß theoretisch herleitbare Lö- 
sungen in bestimmten Fäilen nicht ermit- 
telt werden können. Beim praktischen Pro- 
grammieren können solche Probleme i.a. 
vermieden werden, indem Fakten grund- 
sätzlich vor Regeln aufgeführt werden. 
Die Literaturliste befindet sich aus Platz- 
gründen auf S. 3. 
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